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Module 10 Trigonométrie (partie 1)

10.1 mesure d'un angle, degrés, radians

d

a._r ,d :angle en degrés, r : angle en radians
180

10.2 longueur d’un arc de cercle

| = aravec | : longueur arc de cercle, r :rayon, « : angle en radians interceptés par 1’arc
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Exercice 1 Convertissez les angles suivants de degrés en radians :

a) 90°
d) 120°
g) 310°

Exercice 2

a)

w|y N|§°

d)
g) 05

Exercice 3

b) 45° c) 30°
e) 270° f) 60°
h) 134° ) 222°

Convertissez les angles suivants de radians en degrés :

b Z o Z
) n ) 5
Vs 1
g) — ) —
) 8 ) 9
h) 3.29 i) 4.032

Calculer le diametre d’un cercle sur lequel

a) unarcde 1° mesure 2 mm
b) un arc de 0.04° mesure 0.03 mm
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10.3 définitions du sinus, du cosinus, de la tangente et de la cotangente d'un
angle, interprétation géométrique et périodicité
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Exercice 4

Représenter sur le cercle trigonométrique le sinus, le cosinus, la tangente et la cotangente des
angles a=130°, =220° (ou =-140°) et ¥=310° (ou x=-50°). Dans chaque cas évaluez a I’ceil
les valeurs de ces quatre mesures et contrélez-les sur la calculatrice.

Exercice 5 Placer sur le cercle trigonométrique les points correspondants aux réels
suivants :

-2 3_7[ 177 197 -39«
3 I 4 ] 2 l 6 ] 4
k—ﬂ, z+2k7r, Z+k7r, i+k—7r, kG{O,---,9}
4 6 2
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Module 11 Trigonométrie (partie 2)

11.1 trigonométrie dans un triangle rectangle

B
. a ~ r r r
SmMo =— « = cOté opposeé sur hypoténuse »
c
a b
cosO= —  «=coOté adjacent sur hypoténuse »
c
A oA oAl 1
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Exercice 2 Résoudre un triangle consiste a déterminer les éléments non donnés (angles et
longueur des cétés. Un triangle ABC est rectangle en C. Résolvez ce triangle
connaissant :

a) c=475 et pB=658°

b) c¢=25.43 et a=123

c) a=48.523 et «=53.46°

d a=1125 et p=145°

e) a=223 et b=46.8

f) b=428 et S =1040.04 (S est I’aire du triangle)
g o=3845° et S=8.28

hy ¢=17.3 et S=5344

Exercice 3

Quelle est la hauteur d’un clocher qui a une ombre de 36 meétres lorsque le soleil est élevé de
37.5° au-dessus de I’horizon ?

Exercice 4

Un chat apercoit un arbre sous un angle de 38.6°. Il recule de 25 metres et voit alors I’arbre
sous un angle de 18.3° (on admettra que les yeux du chat et le pied de 1’arbre sont au méme
niveau).

a) A quelle distance de I’arbre le chat se trouvait-il au début ?

b)  Quelle est la hauteur de 1’arbre ?

Exercice 5

Deux observateurs, placés a la méme altitude et distants de 1350 meétres, visent au méme
moment un point remarquable d’un nuage situé entre eux. Ce point est dans le plan vertical
contenant les deux observateurs. Les angles d’élévation sont de 65.4° et 76.5°. Quelle est
I’altitude du nuage ?

Exercice 6

Pour déterminer la largeur du Nil entre deux points M et N, les Egyptiens utilisaient un
proceéde semblable a celui présenté ci-dessous (vue prise d’avion). Calculer x et a.

200 m

300

250 m
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Exercice 7

Vous venez de plaquer I’ex-amour de votre vie ! Vous I’abandonnez sur la jetee (altitude de
ses yeux humides : 4 m) et ramez vers le large (altitude de vos yeux impitoyables : 1 m). A
quelle distance du rivage échapperez-vous a son regard déchirant, en disparaissant de son

horizon ?

[Problémes tirés d’anciens examens de maturité :
Probleme 5, printemps 2007

Soit a un nombre réel strictement positif. Dans le plan muni d'un repére orthonormé d'origine
O, on considere le carré OABC. avec A(0.a), B(a.a) et C(a.0) : on joint chaque sommet au

milieu du coté opposé (voir figure).

Soit P, Q, R et S les points d'intersection deux a deux de ces droites.
a) Prouver que le quadrilatére PQRS est un carré.

b) Pour quelle valeur de a son aire vaut-elle 5 ?

¥

A B

v
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Probleme 4, automne 2004

Calculer le périmetre et 1'aire de la surface hachurée.

« 8 cm >

<4 3cm —p
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11.2 valeurs exactes des fonctions trigonométriques d’arcs particuliers
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Exercice 8 Donner les valeurs exactes de

3 . Ar -7 197z . ATx 207
cos(—), sin(—), tan(—), cos(—), sin(—), tan(——
(). i) tan(=), cos(= ). sin(=40), tan(=)

Exercice 9

2

V2 V 37[]

Calculer tan x et cosx en sachant que sin x = Y etque x e

sans machine a calculer !
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11.3 relations fondamentales entre les fonctions trigonométriques d’'un méme
arc, d'arcs complémentaires, supplémentaires et opposés

relations entre fonctions trigonométriques d’un méme arc :

cos’a+sina=1

L sina
tana =
COSa

Cosox
cota =—
Sina

cota = 1 1 . 1 i oota
\\_tana a_ Sin2a_
cf. trigonométrique dans le triangle rectangle
® K
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relation entre fonctions trigonométriques de certains arcs :

arcs opposes cos(—a) =Ccos«

sin(—a) =—sina

tan(—a) =—tana

) ) cos(z—a) =—Ccosa
arcs supplémentaires
cos(r +a)=—cosa

sin(r—a)=sina
sin(r+a)=-sina

tan(r —a) =—-tana
tan(r+a)=tana

T .
COS(E —a)=sina
arcs complémentaires

T .
COS(E-FCZ) =—Sina

sin(%—a) =CoS«

. T
sm(§+a) =CoS«

tan(% —a)=Ccota

tan(% +a)=—-Ccota

,
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Exercice 1 Exprimer en fonction de sin x et cos x les expressions suivantes :

a) sin(—x)+2sin(zr —x)
b) cos(—x)+cos(z + x)

C) sin(%r —X)+c0s(37 —X)

d) cosx cos(%[ + X) +COS(X — 777[)
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Module 12 Trigonométrie (partie 3)
12.1 trigonométrie dans un triangle quelconque

12.1.1 théoréme du cosinus
Th. dan cosinus:

Jf: G4 = ac (osﬂ
1
A= bo+e to 2 b cos o
7 1
ccath- Zﬂécwd/’

Pﬁ&aam Adoms & A Ak .

Acz: /-\Hz+ h‘C1

Vs L (a0 @
Le A GHA o aectomgh oo B

) (,os/;:.—z— = X = C-CJS/S @

Sthﬂ: Cé =) ZV: c-s:‘;«ﬂ @
@0 4w ® 7 U enp) s (- o)’

. o73)
N ):Sih 19 C (g,,,/B) + ol zaccas/S+ C t e Sﬂ
( /B ﬂ = 6?’ qsm +q—chw;ﬂ+M

1
=) [) u%%)*ﬁ — Z2ac ca%

i 2 "
=) 52 C +48 ~14qc¢ Cs¢

T

btz'— t t 26 C cos 6%% 5 %%M
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12.1.2 théoréme du sinus

a b ¢
sinad sing siny

=2r, r =rayon du cercle circonscrit

démonstration :
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12.1.3 théoréme de I’aire

1 ] 1 ) 1 )
S ==—absiny ==bcsina ==acsin
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Exercice 1

Un observateur, couché sur le sol, voit un satellite sous un angle de 35° avec la verticale.
Sachant que le satellite gravite a 1000 km au-dessus de la surface de la Terre, quelle est la
distance séparant le satellite de I’observateur (rayon de la Terre : 6370 km) ?

Rép. 1182.588 km

Exercice 2

Un bateau quitte le port & 13h00 et fait route dans la direction 55° W a la vitesse de 38 km/h
(les angles sont mesurés avec la direction N). Un deuxiéme bateau quitte le méme port a
13h30 et vogue dans la direction 70° E a 28.5 km/h. Calculez la distance séparant les bateaux
a 15h00.

Rép. 106.44 km B

Exercice 3

Quelle est la longueur du segment DE ? Quelle est la
surface du triangle ABE ?
Rép. DE=4.69;S=18.34

Exercice 4

Pour déterminer I’altitude du sommet C d’une montagne,
on choisit deux points A et B au bas de la montagne d’ou
I’on voit le sommet. A et B ne sont pas forcément a la
méme altitude mais ils sont séparés d’une distance d. On
mesure les angles « =00 BAC, =0 ABC, ainsi que
I’angle d’élévation @ sous lequel on voit C depuis A
(angle entre AC et I’horizontale). Quelle est I’altitude de
Csicellede Aestha?

Application numérique : d = 450 m, ha = 920 m,

a =35.4°, f =105.8°, 6=235°

Rép. 1195.54 m

Exercice 5

Une basilique est située au sommet d'une colline.
Quelle est la hauteur de cette basilique ?
Rep. 105 m
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Problémes tirés d’anciens examens de maturité :

Probleme 5, hiver 2008

Dans la figure ci-dessous :
le triangle ABC est equilateral ;
O est 'intersection des médianes ;
A” B” C”sont les milieux respectivement des segments OA, OB et OC ;

le segment OA mesure 2 unites.

A

[}

B - e
A

1) Que vaut I'aire du triangle ABC ?
2) Que vaut l'aire de I'hexagone A'B"C’A"B’C”?
3) Que vaut l'aire du trapéze B'C'BC ?

Probleéme 4, printemps 2003

a) Un arbre s’¢écarte de 9° de la verticale. A une distance de 8 métres, son sommet est vu sous
un angle de 64°. Quelle est sa hauteur h ?

b) Calculer le rapport des aires des triangles équilatéraux respectivement inscrit et circonscrit

i un méme cercle.
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Probleme 5, printemps 2000

Dans un trapéze rectangle ABCD, les longueurs des diagonales AC, BD
et de la petite base BC valent respectivement 6, 10 et 5.

a) quel angle les diagonales font-elles?

b) quelle est 1‘aire du trapéze?

B Cc

Probleme 4, automne 1999

Le sommet d'une antenne placée sur le toit d'un batiment est vu des points 4 et B sous des
angles o = 40,5% et §=36,5". La distance AB vaut 4,93 métres. Les points A4 et B sont situés
a 1,68 métre du sol. A quelle distance du sol le sommet de Fantenne se trouve-t-il ?
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Module 13 Trigonométrie (partie 4)

13.1 théorémes d'addition

somme et différences d’arcs :

sin(a + f) =sina cos f+cosasin
cos(a + ) =cosa cos B —sinasin S

tana +tan S
l1-tana-tan g
sin(a — f) =sina cos f—cosasin
cos(a — ) =cosa cos S +sinasin S
tana —tan g

tan(a + f) =

tan(a - f) = ————
(@=F) l+tana-tan g
aumm:7
Le A orb anfmz(,fomaé o BB
Sin = 50
1))
- orn
CUS%: oD
Lo BOPE b nechgl 0D
| h = E_Q
’ /l ok
Cos = OD
/g of

L AOEA 29t /\QC/{!W“J/&% A

double d’arcs :

sin(2a) = 2sinx cos
cos(2a) = cos’ a —sin*a =1-2sina =2cos’ a -1

2tan o
tan(2at) = ——
(22) 1-tan’ «

£ g0-90 /(‘50"") = of
? ﬂﬂ‘yi

Qgﬂ%dm@%mL

§1V\§§' ED
COS¢7‘§: g—g
ED

EA ECHcA £c DB EC DS

= Sin lgﬁﬂ): 0f  of

_EC ED
ED  of

il

- e

of ot of
o 0D
oD 0€

Cosd.sfh/&ri- SW\D{‘COS/}

5 |sin (4= sin (,j.cos/i b ocos g,’h/g
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2.X - Dornen |0\ MA@A/\N @Kﬂ[/k( Q/Q S -Ma"

—_—

NI —H'“ - Sin (ZoanSb): S/n 30 - oS Ly 4 (ds 30" 57n l-,J_‘

A)|

l ? 2 r
- E f’-+d_? _ [fl—’ /H"ff
= ) 3 S - ?

(05X = s-‘m(g-x)

= Sih (%—0{) . (o5 (’ﬂ)* cas(%_g) S [,/5)

|
\—I/ .
siin {054/5) - Sih A cégﬁqt Cos A ~Smﬁ

- (oS 05 ' (OJ/B s o{ (55"*‘/&) = CoSof Cos/ﬁ -Sin W'Si'nﬂ

b

51‘&(%* X) = s

Los(-x) = a5

cog (g_z) = Sin X

Sim [-x) £ 7 SnX

=) cos(Oer/S): cosca/-Co:ﬂ ~S/'Pv0{'5"“%
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) L ) | st e 5
+ :—’
g,‘ho;-(/{g M (o, o + F,%ﬁ

R C(o(c;,;ﬂ (/féf Cwﬂ B
e _sndsinp g g bf

sinX co }/ Cos of (as
e "< “7 /
bpn o5+ Lom /3

=) [Zlm(ﬂ{*ﬂ): g f a{_f%/
4”\,%,14”4 d’ﬂis/déléom

o Sih(of'ﬂ): 51h[0f+(ﬂ) = S;ho{ co;:f)+ (OJ@’sk,(ﬂ)
: Suqof cm/ tcosof (- Smﬂ)

= sinof s/~ cosof S/hﬂ

’) Sin (Of’/ﬂj = Sthof - ¢cas “Co,{y{-sllhﬂ
4~ fL o oo A AL E G

cos (- /5)~ Cos(ﬂ{‘f[’/;)) COJKVf)O:ZjQ[ﬂ)—smq’ m[p)
= 5057{ (dj/—f/hq’ C thﬂ/

f(a_S’( C-G_%-,lekaf fh/
(of[dﬂ): 5059)’454%7‘;}}\4';’.%

bopn o5 + fow. (—/5)
bare (o + /F/Q) - N = (o o Can /»/5)

" Mﬂ?ﬂ;«*@ AfMM/'\ C"ﬂ\’
! A- siho(: Zfi'hﬂ{f”ﬁ{

SN [’LO{)C sf‘r\(pﬁog): SThof co§ef +L83

[ x =

@

Eam 0{’/2%”
a4 /zma(-fm%

fam(Of~/5):

théorie
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1~ o

cos K- o5 ~5inK-singf
@‘“thlq/ = 1 *ZSr'mlof
cos : 2 cos g~

? fon

A

cos (165) = cos (o +A)

1

1 -
o5 Arsin =

A}

Ll

fom A
fom (1) = T Ao bonot boog A=t

Exercice 1 simplifier les expressions suivantes :

sin(4t)
) 2 —8sin”tcos’t
sint +sin(2t)
1+ cost + cos(2t)

13.2 équations trigonométriques

A) sndz A a €[]

X = Siv\q/\o\ + 'Z,ﬁ?"”‘

A

= N
-1 —
XL: T]—"S"l’\ O +’2_él)
A | .
No%ﬂkd\f\ ' Sih A = ancsin o 7 _ﬂ/z
7
-J3
Eoa) smXx =g //ﬁ_,—,
3
Ny - |
Xz Sh 4( %{é‘) +?,£L7T = T iobm «ONEN
= own
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l_;) Tf-\ovw(/» fcubo 44 AM/&M«O dlé X Ccm\,qrm@ Asns (:‘hb\uﬂm
Lo;2r) o, pe S (32 7 6

sin (3x) = 2,2

'5)( = Sfr\/’AO]/L + Zéﬂ-‘
=) [<]I2N

3x = - 5.»\'40,1 + Zﬂéﬂ

3)( - 070 #ZéTf
6t
/ }h = 7,340 vk

é;”] = X2 -1,017 <y
fe-o =) Xz 0,007

éﬁ' fcc4- P
0,201 +1 el 2 2 Xz 2,744

- = 0,087 + 3 k/_ _
) X 2 2 , EIxz g

— 6L

- :3:)/\/__ éjf

- >er\
7,94 +’U£ATF zégr ’
X ———— = 0,38+ [lha,., _
3 3 VX = g, a0 < O

%“D ) X0,
fooss =l X = 3,074
R SRS
f=3 = x-3U3>er

=2 S= {O,U{%,"L,ﬂw/ g,zf.//- o,%’/- 3,0% s’/ﬂ/j/

R I
X, = c,os’/,ﬁ +2ﬁfl X

N - 1 X1:’X4

A ﬁtéZ Xl?

|
X?,: - s A +’Ll¢"T

NO}C{AR-M\F antoS A < COSMA
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0\‘—-.
) Camx-a  aeR
X2 y
X, ba oo 4 2 b -
) (s[N ﬁééz
. X, = T+ bon o e
=) X = E‘ﬁv\;ﬁﬂ + ‘&W < B
x(ﬁ X
Lf) Sin X = Sin
ﬂ =X + Zéﬂ
= PR k{iz

LJz‘lT'X + LZHT

€. Sin ((2x43) = sim (3x- 1)
Cx—1 = x4+ 3 4+ z'{;.‘iT
,_.) 6 - 4
O - = 11— (2x43) o b P SX-z T-lx-3+2R7T
4 Zéfr
X = (4+?,(17T X = ’3’71 3 é —
:) (PN N =) 60 é‘(- 6
T 72, 2RT
Ix = H/&JPZZ‘TJ Xz — 45
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)

J

)

Exercice 2

a)
b)

c)
d)

e)
f)

9)
h)
i)
)
K)
1)

tosx-z ¢os 8

=X +Z£Zﬂ‘
) ke Z

oln

a:f)ﬁ 'fléﬂ

gin X = €65 8_

. Ty aghn
ﬂﬁ— [

(4%

‘] = ’EJX + K{Zﬁ
L

[

o B 2 %'OV“V&
> 'j ¥ 4 '{’Lﬁr p ’%&62

\

cost = 1
2

sin(4x) :%

sin X = cos(3x)
tan(2x) =1
1
Cos(2x) = —
(2x) >

] T 1
Sin(2x—=) ==
( 6) 2

T T
CoS(X + —) = cos(— — 2X
(x-+7) = cos(, - 2x)
2c0s° X—cosx—1=0
\@tan(x—%)zl

2sin?x—3sinx+1=0
J3sinx—2sinxcosx =0, x e[0;27]
tan X = 3cos X

résoudre les équations suivantes :
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Problémes tirés d’anciens examens de maturité :

Probleme 5, hiver 2009

Résoudre les équations et inéquations suivantes.
a) 4x* — x? < 18

b) x3+4

c) x3 — 5x + 2 = 0, aprés avoir vérifié que x = 2 est une solution.

=4

x+1

d) 2cos (x + E) — 1 = 0, ne donner que les solutions comprises dans l'intervalle |0; 2m|.
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Module 14 Fonctions trigonométriques de base

14.1 les fonctions trigonométrique sin(x), cos(x), tg(x) et cotg(x)

L f(x) = sin x
2 v
12
3 T
%
m
Y
12 3z
T 2 27,
rrrzbzx
126 43122
Ka <
r 12
5z f(x) = cos x
T o4
3 57|
7 12
2
T
P ‘
- 37[ X
— 2
2 2 ’T
y
f(x) = tan x
K
T =
AT 2 2 |z
& 3 E
4 4
57 z
5 6
11z z
12 2 i Iz 3z Uz
'3 3 2 4 12
K T
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14.2 périodicité des fonctions trigonométriques

sin(ax) est de période T = 27
a

cos(ax) est de période T = L
a

z

a

tan(ax) est de période T =

14.3 réciproques des fonctions trigonométriques

La fonction réciprogue de sin x est arcsin x.

Cette fonction est définie de [-1;1] vers {%%}
La courbe représentative de arcsin x est obtenue par symétrie d’axe y = x de la courbe
7

représentant sin X pour x appartenant a I’intervalle [% ; E} .

La fonction réciproque de cos x est arccos X .

Cette fonction est définie de [-1;1] vers [0;7].

La courbe représentative de arccos x est obtenue par symétrie d’axe y = x de la courbe
représentant cos X pour x appartenant a 1’intervalle [O; 7z] .

La fonction réciprogue de tan x est arctan x .

Cette fonction est définie de [—oo;+oo] vers [TE%}

La courbe représentative de arctan x est obtenue par symétrie d’axe y = x de la courbe

, 1o -
représentant tan x pour x appartenant a I’intervalle {7 ; E}
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14.4 Transformations simples de fonctions trigonométriques

Sin(ax)

=> compression horizontale de a fois (a>1) de la courbe de sin(x), par rapport
a l'axe Oy

=>étirement horizontal de 1/a fois (0O<a<1)

Sin(x+b)
=>translation horizontale de b unités vers la gauche (b>0) ou vers la droite

(b<0) de la courbe de sin(x)

Sin(ax+b) => les deux transformations successivement

i

/

\ K /"\
\\ _ \
~— \\

AY 7
\ /
\
\. /
\ / Sin{2x)
L ,_,.,/

Exercice 1

Représenter les courbes des fonctions arcsin(x), arccos(x) et arctang(x).
Exercice 2

Représenter les courbes des fonctions

a) f(x) = cos(2x)
b) g9 = sin(>)
¢) h(x) = tan(3x)
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Module 15 Géométrie vectorielle (partie 1)

15.1 notion de vecteur
M: ¢k v Couf( Ao /om':nf} yjfm/f {/m %(L p\/o/,,_yé,m/\j/m\(

M Z{ﬁ/mlxb:? 6)(5%14;(2/‘ ‘ (/ o
On /uz/mz?&mQT U k‘lkodfh/f" o el /{‘%{4 Alu f Ae P

i okl
f

ﬁ/

O~ nols 4 kr'//w'wf o - Ao (A//g)
(/iﬁ) = ﬂéo‘/g

[43]) < f*’/““j

[48) = Ao Aol
(/MJ‘ [ h
(’g/ﬂ) #+ (4)
b deckon e bimid (A8) b b bife (8)
o Avesbion i bipsink [B:A) ot l dafe (A8)
I{j Sons Ae /48) of /t{ (/@/A) §oh/f a/yfmpg;
|2 ’MBMM olin l’)'}ooflf\/{' [Allﬂ) of /AM
$ta,8) = A8
(1,55) ot (B;) ot bn ot doneobion
Uy sons e (/4/5)% (/3/-4) 50‘“]4 oppe
[/4,"5)”f (/ﬁ/-/.)) ot mmy /omZNmN
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}'LMO\/{;\'OH aﬂjtﬂ%w\}m%q !
Apmx EJ}OOI'N‘LS (/i/'/)’) of (C/'D) conf e%m/};g@mé
éa S\ZWﬁ [ADj A [BCJ ot ot ,,,Wéj/m

c ﬂDj o [Ec] ok
% (4i75) ot eyumpulleck 2 (<;0)

S

¢ > (4B)~ ()
£ (o] o [BC ] n'onk
12 4 move rmy bzn
A C
(4i8) o0 (¢,p)
>
& [407) et (B¢ it
A % feas 4 o ol
c D M/’@) A (D)
A
WO
! ¢

[/‘JD) ‘//—[BC] ont ry\;}’v‘-(, wvxév\ﬂ/m
(A;6) ~ (¢;D)
(I constofe g Mo Lf/aa;h/b v a f}mf;a%ﬂé
s oo ont {W e om

menn—£ Sons

~

e~ !gingmwm
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onr & st (/4/-,’5),\/ (CjD) —=> ABDC ol L.

/’Jﬁhq/aé%jﬂmw{
b D
/7 ABDC oot tin fanps
A \\‘C = [/71,-6/,\,((/&/
0

AbDC n'&;/‘péj e
A //an««l
9 (4,8) W (€j0)
D
Ure mhafisn et Lt ned afon a/'e%cm‘tr
[u,j/%xft/{ ~ %471 (Z’;""/ ‘%%"’\M/aﬁ;n g rec

,\,&nc(_ h. M éng:
o b - it
ijy{ﬁT"{ - Xﬁg lors g ﬁX 117/)(,9

homsilive = 51 Ry ot 4 N2 alos xR Vg
b

/

5) (ﬂjl}) v (C,’U) g (C/'D) ~ {A/'B)
o ()~ (cin) ek (cip)~ (€;F) aded (#;8)~

(4:8) ~s (A1) )

(€;F)
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Ut M/(Wﬁ‘ow /w%x;vt’ / S?rw\f/k{7ue A bome) Kt ef Lo
ki A tislmce.
Lo rolafion" e ésal a "ot we oo AeGuiratonce

A=A YA
car 55; A= alns Bf  VAB |
(;/' Aty b oz ahins B C 4,0 ¢
Nass< /’é%y@wv@ma oA 3

ces L)r,b,‘hh sont '
{%wlm//@wé by me L, - e éfpofké sonf
) clt i aecloun AB = €D = EF f%mﬁazéwé N
> ¢ oo un Gl artpfounn.
N S

o Lisicbly o b ol ady
Ag = {(}’I,-/\/) ["f (MN) A~ [/1‘,'/5)/
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° @{%sw% e, /\r{(j@v‘/\ﬂ e iworsion 7 ot m{’gf_. 'U;
o I : l 3 . : V;

>

. - -
Lo aectomn A/V\/e wt el 0 0 = AMA0B8=

L& N~ 01’(/1,\,\ /\/'ﬂ(/'fé/w\/ [k)% &‘\ ‘{OL\WN O/fﬁ h”.lrv\}n[\\/b rj”v\y(, [’)f‘pdp}f\ft‘
%P’kﬁrs&\nfaw/f ' /Lftic{m*w, O b ho{@ : ///F//: ///3—5 //

- ,\,ﬁdl
Ak~ = ga!’\?ww\,v e /\PWQMN :V\'\AM A QU

Propriétés :
1) u=0«|u[=0
2) [u]=0
3 [e]-[eA
15.2 opérations sur les vecteurs

Soit les vecteurs U, v, w ainsi que les scalaires (nombres réels) -, 8, A, u

15.2.1 addition

On obtient un représentant du vecteur U+ Vv en considérant la fléche (ou bipoint) reliant
I’origine du vecteur U a I’extrémité du vecteur vV placé de maniére a ce que 1’origine du
vecteur v coincide avec ’extrémité du vecteur U .

Relation de Chasles :

AB+BC = AC
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Propriétés :
4) HG + \7” < HGH + M (inégalité triangulaire)
5) u+v=v+u (commutativité de I’addition vectorielle)

(associativité de 1’addition vectorielle)

(6 est I’élément neutre de 1’addition vectorielle)

15.2.2 opposé et soustraction

Le vecteur opposé de v est un vecteur de méme longueur (norme), de méme direction, mais
de sens contraire. On le note —v. Le vecteur u—v est obtenu en additionnant u et 1’opposé
de v :

—
- - i
A-nr= wt (a)

L’opposé du vecteur AB est noté : ~AB=BA
Propriétés :
8) (—ﬁ) +u=U+ (—ﬁ) =0 (—u est ’opposé de U pour ’addition vectorielle)
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15.2.3 multiplication par un scalaire

Mb\,’b{j@pﬂcaﬂm pm umn SMJ%LQ:

k7fmtumL)“(, eﬂ
V.: HEXVHFU-
(o) 4 ) > o n

(,noa'*"'{- cmh?{w

Rl - M
(g) 2

—) f_
oA edt n artilenn , .
o Ao gt 6’{4'“{-’/{7\0N'TM N
o AL et Sﬂwsﬁv{«fs < >0

AL Stns cﬂmse A wﬂmm oS of £0
ot il = AL 0wl

Aa@

@

K ) ) 5;1) }
-&X-&Nv—ig& .
Jo pt g 200 tof um wtdfeur oo pdne dmedist. jvl %
A w §es 6]%\1_ Ifz\
donk o ppme vt ¢ axft a ZJO"S
J de O
{oh,?m\/\,
Propriétés :
9) ||ﬂﬁ||—|l|”ﬁ” Exemple propriété 10)
5 = -)
10) A(uu) = (Au)u ) (30) = (13) 't = fa
11) u=u
12) /1(u+v):ﬂﬁ+l\7 2
13) (A + U =AU+ U —
14) Ou=0
15) 10=0 N

16) (-Du=-u 32
X
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15.3 combinaison linéaire de vecteurs

On appelle combinaison linéaire des vecteurs a,b,c,...,m, de coefficients respectifs

o, B,7,... 1, le vecteur aa+ b+ yC+...+ um.
Des vecteurs sont dits linéairement dépendants si I’un d’eux au moins est une combinaison
linaire des autres. Dans le cas contraire, ils sont dits linéairement indépendants.

Deux vecteurs a et b de V, sont linéairement indépendants si et seulement si, quels que
soient lesreels « et g,ona:

aa+ppb=0 = a=B=0

A f
CO\mr.Ollmw‘ﬁom &F’\ﬁ_a‘«v\f 0@ vt dlens

. . ) i S .
CCJ'W\'OJ\*"Q’\’ ‘/AL\Q’;VM d‘&q N ez Cﬁongfjg& A aﬁ{x\.’{igﬁh&v e

_ =,
2 - - oA

. | o
o L+ b bol Lt Commboihanson éwm ﬁ{éd/wfé/m

- ) - -

.S
72in 4[-SA) = 2 -Car MTL e b ombinanson bivttpng oo

—
/wfc,%esfm,? z/? s

.-'_/i + SaS 4 A M/r fonE éé]ﬁné)ir}hdzn.;’ﬁh ‘éh&;mé; ﬂm W{f;éﬂq

-
—

-3 3
23 et iR
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15.4 vecteurs colinéaires ou coplanaires

SR L _
Are(lilw CG’&MM’ 7 Mcf‘w SM COZLMMJ S VQDJ L/Ck
oo Amechisn

SO o e sont (f)grlb{;w:«!,« odes J@(e?ﬁ @/rfﬁ é/jw&

D=5 ns
2 AR exish
51 %MMJMPM co’&hﬁa’wﬁg ng A hexis [345

W A
farl= 2103

-
f/\ - "_J .
v VA

j\ !/f/\ﬁr} i~ 504 VJ&S Ca’g\.hﬂ;u«w

/ / g/[’/ajgah/{q (U”Ct’\{’éu.._ay

rot Moo CDF@W-‘ oo MO%&M ww om s s m—d{" Ao s

59 4 [ e S
2 /V.g(f&m (/2 }/\/‘ ﬁ/‘i‘ AN 5,51,\/1" LGPWM

Geadipal TR
(s {fw Jz,;iL o/{kfﬂmm oA~ cfowé#‘hmkal“’ bireuy oo

ates )

_ - =)
b= AN 4 S
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Exercice 1

Soit a, b et ¢ trois vecteurs.

Représenter les vecteurs :

Q) i=-b ) m=a+b

b) ]=§6 ) n=—a+b-c
- 1~ - - 1~ -

C k=-=Db =3a+=-b-c

) > g9 p +3

d) T=+3b h) a=§a_5_za

construire les vecteurs x et y tels que
L. a1 -
)} X+a=b ), a—2y:—(b—c)
Exercice 2

A, B,C, D, E sont des points quelconques, exprimer plus simplement les vecteurs :

a=BD+AB+DC
b=BC +DE+DC+AD+EB
c=EC-ED+CB-DB

Exercice 3

Soit le parallélogramme ABCD. On pose AB=a, AD =b. Soitencore M le milieu de
[BC] et P le point tel que PA =-2PC . Exprimer les vecteurs PB, PM et DM comme

combinaison linéaire de a et b .
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Module 16 Géométrie vectorielle (partie 2)
16.1 base de vecteurs, composantes d'un vecteur, repere et coordonnées d’un
point
Une base de vecteur dans le plan est un couple (T; j) de vecteurs iet j non colinéaires.
Dans le cas ol i L ] on dit que cette base est orthogonale (ou orthonormale), si de plus
”TH = H]H on dit que cette base est orthonormée.

-
J —
1
1
T
Base base orthogonale base orthonormale
. I
1 | [— ) ;f“ Ve (L lreU A
V e i) [Py, A StanV C
< ot | oL -
bR v I :
’ q
—3 | N ' ~ _
T ‘ ] | ‘ 1/ / .
L | I | | e L A e 7
O LU SR (R VA ek L
( !
[ |
- 5 ‘ 'y
I ‘ fl NS
i v | ¢
v et Chmemt g
i
7 A N (J:“‘ I} L}‘:% A
- oS e iy N L #
Ve y/ ’,. U (24 O b [0S D
YnghAZe 2T / p
/
7 ) P
P/ ff o sl i
\'_}\{/‘/\ > v
’,-’ / 3 —
A1 f) |
[0 i
A ';‘
/A , 7
) ‘.f" C‘ | g 1 //
| 0 { a |
il A ,," K
/

Soit (i; j) une base de vecteurs du plan et u un vecteur du plan. 1l existe un couple unique
(x;y) de réels tels que u = xi+ Y. Ce couple (x;y) est appelé composantes du vecteur u

. N . o - X
relativement a la base (i; j). On note alors : u =( j
y
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Un repére du plan est un triplet (O;i; j) dans lequel O est un point fixe du plan et (i; j)
forment une base de vecteurs du plan.

D'aprés la définition des composantes d’un vecteur dans la base (i; j), & tout point M du plan
du repére (O;i; j), on peut associer un seul couple de réels (x;y) telsque OM =xi+ Y], ce
couple de réels s'appelle coordonnées du point M dans le repére (O;i: j) . Les réels x et y
sont respectivement appelés abscisse et ordonnée du point M .

E=a

Y . L (2
o7 OB =2i+] :[J B(2:1)

A OC =-3i+3]= -3 C(-3:3)
v 3

A

P o |
A 7 OA=2i-3 J_(_J A(2;-3)
SN
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Exemple :

Dans la base canonique on donne les
vecteurs :

2]

S

Thoatrf~ '@1 com)najamb@ de /UT/)’
Oiﬂvw Zé\ [gay{, (;3//?‘)
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Opeﬁat\};m a bt f;ﬂ Cémpasm\bo:

Sokt ai(tj;)?/{’ A= (:?

T

) al{aht‘ 'go/,. (,Om(?cjap-«E) Oaﬂfc‘/{ohhg;o
(2 /m/ﬂ/oﬁ/f A e Tase (‘?/'OL—J)

’HMZ/A/;;M?, 6/?2

Page 53 théorie



Mathématiques

(% Les Buissonnets Berthod Vincent

école dévouée depuis 1928

ﬂuﬂh"p&ca\,@m )/Jom, ik S(,U’aAAE\'

gl

o{tiff?ﬂ'(tﬂl

LA 2 /é)
T 3 (—s’) =5
O}(J}ooﬂfﬁlrwﬂ /U‘ebf&u/w :

U, — ] = ”u/]
Ry RRAERE RS NCINC)

- dfnh’;
Cowpﬁfﬁ»«bb A e wtcfons donne P~ a7
SQJF P( qu,f@) L VM;J ansC ﬂﬂfﬁﬂéﬂ
[Cl=4
> =

of o e

QW/MZ ooh/f éﬂ Comfoﬁﬁw’\&ﬁ e C)Tcg ?

= 5 - ﬂ
o lipg = o

Page 54 théorie



Mathématiques

(% Les Buissonnets Berthod Vincent

école dévouée depuis 1928

Qoienk ACan; %) ot 6“0«,'51) / 44,421éf!réz€ﬁ2

OWMM sond Lo cow/oam-/@ M Az ’)

(8- i

foo) TR N e
| N%r;

T PO Y AR AR

16.2 norme d'un vecteur et distance de deux points

=,

Notng A aectin- W

Mn) lirs //m/—,m %}uz

st G:(%
“y

Notre  Aun ’\red‘f/\/w A:% oL 0{/;5#4%/—{ @mk'.( g«; Fafhh /41/( 5

Stas) - el = |l i’j)// (b e (o)

b7 =9y
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16.3 coordonnées du milieu d'un segment

Sok Al ay) ok B (bajbe)
; o, -

Qwﬁﬂ% /)blf\/f' —{Q Cccﬂa{ahr\ﬂ/f

o proink N (%4) o bt ¢
olin ok [AB] a,
segm .
- - -
ot = oA + AN

9 A
#O?”rfzfm

014 i Ioﬂfan
:( )41 B
A, bl a,

/ A 4 A
CM—P%(I% C-L]) O'/'Jrzé‘?;gqﬂ ’/»0\ +'£é/r
= = - A
( Q. + % ( Ltrﬁlj o, + g éz"f a, ~ Aty éa
) s b
on = -
7z
B+ b a4+
::) :( )
i I
o 3D (%W)” a4l ayby ) A(a”'qlfqi)
—  n= Y
by by by )
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16.4 coordonnées du centre de gravité d'un triangle

(ot e amﬁrﬂ'[‘f/‘m bt -

Al ny 47)
(& (ba; o)
C (CMCL)
c.,(xjua) 2 wﬁ‘hﬁh
A ABC
'z opibs o AD
Loy mishomes se tomprh an G oo 4T
CG = f—ccf
<) AQ:SZ.AA'
VLG:% a6
dne 57 - oh 4 by o d - (bn:cﬂj_ g%[)
C o+ LA o
AU

:(Gn)Jri z
ﬂl 3 b?_f\clfg\
z

bat(, ~Lan
= }
ﬂl) ’ b,+(, -14
A I 5
= batls-2a,
G, —
bf\-}‘c’]_?’C{/\ 3
4 paTtr A
z T+ 3 = _
b, +¢ 24,
(%) byt (- 24y a, + + &
—_— 2
2
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G(a1+b1+cl a,+by+cy a3+b3+c3)
)

En3D: ;
3 3 3

Exercice 1

Soit labase B = (e;;&;), ol &; = AB ete; = AC.

Onposed =EF,b=GH,d=1j,d = AD.

!

|

1) Dans le dessin ci-dessus, représenter les vecteurs suivants, donnés relativement a la base (ej; e;) :

== ()-(3)e- ()

2) Représenter les vecteurs ¥ = 2d

|
&
S
Il
1
ay
|
N
Q
|
[wy)
p—4

3) Trouver les composantes des vecteurs @, b, ¢, d, et w relativement a la base (g;; ;).
4) Calculer les composantes de e; et de e, relativement a la base (d; 5).
5) Déterminer deux nombres A et u tels qu’on ait :

G+ Ab = pué
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Exercice 2

Relativement a une base B de V,, on donne les vecteurs :

a=(5)5=(4).e= (1)

Calculer les composantes des vecteurs suivants :

1) 3d-4b+¢ 2) d-2b+5¢ 3) —5d—3b-8¢
Exercice 3

Relativement a une base B de V,, on donne les vecteurs :

i-().5-(3).e= ()

Déterminer deux nombres réels « et B tels que ad + Bb = ¢
Exercice 4

Relativement a une base B de V,, on donne les vecteurs :

i=(7)5=(3).e=)

Déterminer un nombre réel A et un vecteur % colinéaire au vecteur d tels que % + Ab = ¢
Exercice 5
On considére les points A(—3;4), B(5; —2) et C(1; 8).

1) Trouver les coordonnées des milieux respectifs A’, B’ et C' de [BC], [CA] et [AB].
2) Calculer les composantes des vecteurs AA’, BB’ et CC', puis calculer la somme AA" + BB’ + CC'.

Exercice 6

1) Trouver les coordonnées du troisieme sommet C d’un triangle ABC dont on donne deux sommets A(6; —1),
B(—2; 6) et le centre de gravité G(3;4).

2) Méme question avec A(10;6), B(—6;4) et G(—1; —4).

Exercice 7

On donne les points A(5; 3), B(3;6), C(4;7) et H(1; 2).
Trouver les coordonnées des images de A, B et C par la symétrie centrale de centre H.

Exercice 8

On donne les points A(—2;3), B(0; —1), C(1;4) et K(2; —1).
Trouver les coordonnées des images de A, B et C par I’homothétie de centre K et de rapport 2.

Exercice 9

On donne les points A(4; —1) et B(—5; 11). Déterminer les points de la droite (AB) situés a la distance 3 de A.
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Exercice 10
- 2 1 _2 7 - s = T oA
On donne les vecteurs a = (3) eth = ( 4 ) Déterminer le nombre réel k pour que le vecteur a@ + kb ait une
norme égale a v/82.
Exercice 11

On donne les points A(1; 3), B(—8; 12) et C(1; 2). Calculer les longueurs des c6tés du triangle ABC.

Exercice 12

4 22

Vérifier que le triangle de sommets A(—4; —2), B (E: ?) etC (% — ?) est isocéle. Calculer son aire.

Exercice 13

On donne les points A(7; 1), B(5;5), C(5; —=3) et 1(2;1).
Montrer que les points A, B et C sont sur un cercle de centre I.

Exercice 14

1) Calculer les longueurs des cotés du quadrilatere ABCD dont les sommets sont
A(—2;1),B(5;2), C(10; 7) et D(3; 6).
Que peut-on dire de ce quadrilatére ?

2) Méme question avec : A(—5;4), B(2;8), C(10;7) et D(3; 3).
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16.5 produit scalaire et angle entre deux vecteurs

Soit U et v deux vecteurs d’une base orthonormée. Le produit scalaire des vecteurs u et v
est un nombre reel (scalaire) noté u-v, défini par :

— Ilr - - I(“\
Vo< — ¢
|( (—_) o \ - 20 2 (= )
\ A ) N ) F— W~ = [ [ _.j/\f‘/f-- cos <it/l/-m,)
—
=
__‘_\_\_‘_'—_“———_
T
|'y\}‘g/\}n-\_é1q/k\.év\ i
. e . -
M /ﬁh?”%" Pqé&é(/’t\ob oQ St~ /\,3 cos 0{
Pl
L)
0|«
Cos A = ﬁa/&’ o o = RN

IRV [//\?//'/””J

7
? (A
3

e

Page 61 théorie



| -
(% Les Buissonnets aiemanaues

Berthod Vincent
école dévouée depuis 1928

PAOM SCMGU»:Q albt( fé cngGSCth:

Sk = () ot M(:{) dows ¢ foios Aawﬁf@;
. {om/”oﬁam@ sl ddﬂr@j fj”q)
e base  oblonses vy

— A /U‘A - —3 =) =)
AN = (Mj)(/\f >: (M,,'ﬂ,)qtmlaL)(/\ﬂ't*Néd)

Z

= 5 =) ) - .
= W, MLt MZ/\Q L-a + uﬂﬂf-c-a + U, A () |

on a. TC = ICIITI s o - I T)- o) = 4"
ey >
=R N
(l)‘(J = = /f
Gy [T [ s 307 = 0

:) N = Mﬂﬁupﬂ A Mz'm4 0 + (’44'%'0'*[/[1'/\/2 -

45 =
=) KNS W N4 U, N

Wa \ /\Q
:) v f\fb = a4 M?JMZ

EKQMF/(Q:
g
L ( o a0+ (24) =~y
-3 p
En 3D
g V7,
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F) 4(5)/’\‘”))
Otz [ QNI (] cos of
= f\? . e ,\?
=) (oS K = . =/ = cCos
N g1 2017

o~ 2D

— mq.fu;‘H/l?_-/\f.L

L ﬁ})] = @sfﬁ(m)

A
_— My 4 Vg Ny 4 Ay
-
-, 2~ Cos
{(ﬂxx;'\f) = e m 't u nytan st

erempl Sot A(2;S) f B 2, 2) o C[0-5)

Trowtr Loyl ABC  — 3,070

= s fo,0) = 53,13
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a4

Irjn,clf"&f’/l‘z/)"

1) u-v=v-u

2) ﬁ~<\7+Vv)=ﬁ-\7+ﬂ W

3) u (m):@(a \7)

4) u-ux0

- ST . -2

9 fil-Ved o3[

. - ) [ - | R

S WA~ =60 odms L LoAT

- -

St /\1z drn QA7 =0
Exercice 15
On donne les vecteurs suivants :
- 3 > 2 > -1 3 1 > 3
a=(1) b=(o) C=(—5) dz(—3) e=(_2)
2 _ 3 > 0 7 _ —4 T _ 2
i=(,) i=(23) i=(3) = (g)
1) Calculer

i-é - é b-d b-f ¢-g ¢k é-f

(@+f)-(g—h d-(¢-f) G-(h+2k) (G+b+¢)-(d—2h+f).

2) Dans I’ensemble des vecteurs donnés, trouver les paires de vecteurs orthogonaux.

Exercice 16

Montrer que le quadrilatere ABCD dont les sommets sont A(0; 2), B(6;6), C(8; 3) et D(2; —1) est un rectangle.

Exercice 17

On donne les points A(—4; —3), B(2; 0) et C(0; 4). Montrer que les droites (AB) et (BC) sont perpendiculaires.
Déterminer le point D tel que le quadrilatéere ABCD soit un rectangle.

Exercice 18

Déterminer le nombre réel A pour que le vecteur b= (/21) soit orthogonal au vecteur @ = (—38)
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Exercice 19

Soit les deux vecteurs @ = (é) eth = (113) Déterminer un nombre réel A et un vecteur ¥ tels qu’on ait :

b=2d+7% et pLld
Exercice 20

13

Calculer les composantes d’un vecteur b orthogonal au vecteur d = (_512) et tel que ||B|| =

Exercice 21
On donne les points A(2; 1) et B(3; —5).

1) Déterminer les sommets C et D d’un carré ABCD dont [AB] est un coté.
2) Déterminer les sommets P et Q d’un carré APBQ dont [AB] est une diagonale.

Exercice 22

Soit les points A(0; 4), B(3; —2), C(—3; 4) et D(—6; —4). Déterminer le point P de la droite (CD) équidistant
de A et de B.

Exercice 23

On donne les deux points B(3;4) et C(1; —2). Trouver un point A tel que le triangle ABC soit rectangle et
isocéle en A.

Exercice 24

On donne les points A(—2;4), B(1; —2) et C(4; A). Pour quels nombres réels A le triangle ABC est-il rectangle ?
Parmi les solutions, trouve-t-on des cas ou le triangle est également isocéle ?

Exercice 25

On donne les points A(1;4), B(5; 2) et C(4;5), ou A € R. Déterminer tous les points C du plan tels que le
triangle de sommets A, B et C soit un triangle rectangle. Parmi les triangles trouvés, en est-il qui sont isocéles ?

Exercice 26

On donne les trois points A(2; 3), P(10; —3) et Q(4; 9).

1) Trouver deux points B et C sur la droite (PQ) tels que le triangle ABC soit isocéle en A et que
| 4B]| = [|ac]| = 5. _ _ _

2) Trouver deux points D et E de la droite (PQ), ainsi qu’un point F, tels que le quadrilatere ADEF soit un
carre.

Exercice 27

On donne les points A(0; 0) et B(6; 6). Trouver deux points C et D tels que le quadrilatére ACBD soit un
losange dont la diagonale [CD] a une longueur double de celle de la diagonale [AB].
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Exercice 28

Soit les points A(0; 0), B(0; 3), C(3; 4) et D(4; 0). Trouver les milieux respectifs R, S, T et U de [AB], [BC],
[CD] et [DA] et montrer qu’ils sont les sommets d’un carré.

Exercice 29

On donne les points A(-2 ;1), B(2 ;-2) et C(4 ;4).

1) Calculer les longueurs des c6tés du triangle ABC

2) Montrer que le centre du cercle circonscrit au triangle ABC est le point (3/2 ; 3/2)
3) Calculer ’aire du triangle ABC

4) Calculer les angles du triangle ABC

Exercice 30 (printemps 94, Fribourg)

PROBLEME 5 A choix avec les problémes 3, 4 et 6.

On considére le cube ABCDEFGH dont le c6té est de longueur 6cm.
Un point quelconque M se situe sur BH.
On pose « = angle (MA , MC) . H G

a Calculer o dans les 3 cas suivants .
- M est le milieu de BH.
- M est confondu avec H.
- M est confondu avec B.
b) On considére 1a position de M pour laquelle
AM est perpendiculaire 2 BH.
- Calculer les longueurs des segments AM et BM
ainsi que le volume de la pyramide MABCD.

- Montrer que cette position de M sur BH correspond 4 la valeur maximale de ox.
Que vaut o¢ dans ce cas ?
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Module 17 Géométrie vectorielle (partie 3)

17.1 définition du produit vectoriel

P/WOM MJW&Z f

Vol =0

<

. B 5 9 — 4K
% /\E) — UXAT = M P
l - —7
o A A N

ol ceckor e Mf,m/waw/m :
My A G Ao nr

, M oses A /g,? % 0{4?"\{’;//34/» 2 méfé PR
Assli oo o e ~bowclion.

Ly rakn, Ao el Aarrce po

adll =1l el s +207)

VA T T
foae Index W‘QOLZW\
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17.2 propriétés : soit u, v et w deux vecteurs, ainsi que A un nombre réel
a) UxV=—(Vxu)

b) (za) XV = A(UxV)

C) (v+w) (ux\7)+(ﬁx\7v)

d) (u +v) (UXW) (v><\7v)

e) U < U et v sont linéairement dépendants
u

f)

17.3 calcul de la surface d'un parallélogramme a |'aide du produit vectoriel

La surface d’un parallélogramme ABDC peut se calculer comme indiqué ci-dessus gréce au
produit vectoriel :

S = ||AB x AC|| = ||AB|| - |[AC|| - sina, ol « est I’angle en A du parallélogramme.

17.4 calcul de la surface d'un triangle a I'aide du produit vectoriel

La surface d’un triangle ABC (qui est la moitié d’'un parallélogramme) peut donc aussi
se calculer grace au produit vectoriel :

|8~ Ac] _[8]-[Ac] sina

S: =
2 2

, 0l « est’angle en A du triangle ABC.
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Exercice 1

2 0 -1
On donne les vecteurs a=| 0|, b=| 4| et c=
3 2

Calculer axb, axc, bxc et (§+b)xc
Exercice 2

1 4
1) On donne les vecteurs a=| 2 | et b=| 5 |. Existe-t-il un vecteur x tel que axx="b ?
3 7

1 b
2) On donne les vec teurs a=| 2 | et b=| 6 |. Pour quelle valeur de b existe-t-il des vecteurs
3 5

x tel que ax x =b ? Déterminer alors ces vecteurs.

Exercice 3

1) Calculer I’aire du quadrilatére ABCD avec A(2 ;1 ;-2), B(2 ;3 ;0), C(6 ;6 ;5) et D(6 ;4 ;3)
2) Calculer I’aire du triangle ABC avec A(3 ;-2 ;3), B(4;0;3) et C(6 ;0 ;-3)
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Module 18 Limites et continuité d'une fonction

18.1 notion de limite
Exemples introductifs :

Exemple 1
p)
SOJ‘{" j(‘f] = ‘)(_i__'
X+L
X ‘ -5 [~h3 4,56/4,335/ -2

s [ow [

J(x]
ﬁfr'w\gﬂ AL -1 netis pes [ con diingion pao a)

Oh wm}ag i\—i }/ng' X EJ )/7“07{-‘1; e - ymam Wﬁﬂﬁf?qm%
}o&uﬁ j(;c) b ?ﬁwa{’e ( avet tann :-‘aﬂ~¢ mu‘m;)

Netahir Lo jm~

- o)
K—a{-—g_fr
Exemple 2
X4
ﬁ X "?;5 = 1,1 -7,09 / - 7,004 =2
jm) J D \ A4 k/lcﬁ\ [4004 ( o

F{J’MS ¥ j’gln{mbj\e da -7 r)an dos Mﬁ/é’/wvjr&fp\p/[‘—/z‘
P&f\f j(ﬁ) ot ?NMQ.

Nal(o\f?'bh* bos j("‘ = e
)

X -k

Lo j[x}:—foo
o X~ -2

XL -1

Onnote : li =%
A [0 = Fe0
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Exemple 3

Soit la fonction f(x) = , dont le domaine de définition est [0 ;1[ U ]1 ; +oo].

x-1
Jx -1
Cette fonction n’est donc pas définie pour X =1, mais que vaut-elle pour des valeurs de x
proches de 1 ?

0.5 0.9 0.99  0.999 1 1.001 1.01 11 1.5

X
f(x) 1.71 1.95 1.99  1.999 O 2.001 2.005 2.05 2.33

En observant le tableau ci-dessus, on est tenté de dire que f (x) a pour limite 2 lorsque x
tend vers 1 (il faudrait le démontrer), ce que 1’on note :

lim _ lim x-1 _
L f(X)=2 ou 2

X—)l\/;_l_

IDéfinition exacte] :

On dit que f(x) apour limite L lorsque x tend vers x, et on écrit lemx f(x) =L, lorsque
0

pour tout nombre positif ¢ arbitrairement choisi, il existe un nombre « tel que I’inégalité
0< |X — XO| < a implique I’inégalité | f(x)— L| <Ee.

im ¢ =L se traduit par [Ve > 0,3 :0<|x— X |<a=|f(X)-L|<¢

X—)Xo

lInterprétation graphique| :

y
Quel que soit ’intervalle JL —&;L + &[ de Lae

centre L, choisi sur I’axe Oy, on peut . ‘Lt?(;; """"""""""""""" !
trouver un intervalle de centre x, sur Ox tel 7 S —— g :
que tout nombre x de cet intervalle (sauf Yoo : I
peut-étre x,) ait son image f(x) située dans L-e ' ! E
Pintervalle JL —&;L+¢&[ . : l {
' : '
! | :
NP U RN

0 )?3 X

o o
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ILimite a droite et limite & gauche] :

Il'y a deux maniéres pour X de s’approcher de X, : soit par des valeurs plus grandes que X,
(limite a droite), soit par des valeurs plus petites que x, (limite a gauche).

Dans ce cas lorsque x s’approche de x, par la droite ou par la
gauche, f(x) s’approche de | et on note :

lim _ lim -
X > Xy f(X)_x—>x; f() =1

Il est possible que la limite a droite et la limite a gauche ne soit pas
égales, comme dans le cas ci-contre :

Mt (x) =1,

X—)XO

Limite finie L lorsque x tend vers I’infini|:

On ditque f(x) admet lalimite L lorsque X tend vers I’infini pour exprimer que f(X)

prend des valeurs d’autant plus proches de L que les valeurs données a x sont grandes. On
note :

lim _

X_Mof(x)—L

exemple : X'_')”l 1o
* X

Limite infinie lorsque X tend vers X, |:

On dit que f(x) tend vers +o (ou vers —o) lorsque X tend vers x, pour exprimer que f(x)

prend des valeurs positives (ou négatives) d’autant plus grandes que 1’on choisit pour X des
valeurs plus proches de x,. On note :

M t)=40  ou M fx)=—

XA)XO XA)XO
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Limite infinie lorsque x tend vers infini :

On dit que f(x) tend vers +oo lorsque x tend vers +oo pour exprimer que f(x) prend des

valeurs positives d’autant plus grandes que I’on choisit pour x des valeurs grandes positives.
On note :

M £ (x) = +o0

X — 40

On définit de maniére analogue les égalités :

M f)=—e; MM f)=to; MM ()=

X = +© X — —© X = —©0

18.2 continuité d'une fonction

IContinuité en point:

Une fonction f(x) est continue au point d’abscisse X, Si on a les égalités suivantes :

lim _lim _
M t00 =100 =1(x,)

exemples :

F(x,347:/~
AL,
] %

Cette fonction est continue en X,

)

F(”Aj /f!
-\
/
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Ces fonctions ne sont pas continues en X,

IContinuité d’une fonction| :

Une fonction est continue sur un intervalle si elle est continue en tout point de cet intervalle.

18.3 opération sur les limites, limites déterminées et indéterminées

limite d’une somme de deux fonctions :

lorsque x tend vers o

lorsque x tend vers o, la somme

S| f (x) tend vers g(x) tend vers ALORS f (x) +g(x) tend vers
A B A+B
A +00 +00
A —00 —00
—+00 +00 +00
—00 —00 —00
+00 —o0 FORME INDETERMINEE
limite du produit de deux fonctions
S| lorsque x tend vers o ALORS lorsque X tgnd vers o, le produit
f (x) tend vers g(x) tend vers f (x) g(x) tend vers
A B AB
A=#0 o0 o0
(0 0] 0 0
0 o0 FORME INDETERMINEE
limite du quotient de deux fonctions
lorsque x tend vers a lorsque x tend vers a, le quotient
S| f (x) tend vers g(x) tend vers ALORS % tend vers
A B0 A
B
A=0 0foul o0
o0 0foul o0
A o0 0
0 o0 0
0 0 FORME INDETERMINEE
o0 ) FORME INDETERMINEE
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limite de I’inverse d’une fonction

lorsque x tend vers a lorsque x tend vers a,
S| f (x) tend vers ALORS I’inverse tend vers
X
1
A=0 -
A
0" ou O 0
o0 0

limite de la racine carrée d’une fonction

lorsque x tend vers a lorsque x tend vers a,
ALORS
f (x) tend vers f(x) tend vers
A>0 JA
+00 100

Calcul de limites :

poure cadcude b Jix) = /

X=X

O NZ,W\ ch X //m,\ S ffun,.fi %ow GYO/GKSM
% /a#f @/W o Linpn

Exemples :

maw«%ﬂ mow@a{
LS
) f WX = A3l = 4§ =
X7

CiX = §+°0 = oo

) L

K= + 0
3) [@‘M ﬁé - é =+
x5 Y
/‘L\ L
L7
4) M;f}( - LU =F
X3 L
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. 3 >
5 A == T o
+ 1—X @
K= 2
N R s
6) L e
X— 4+ 0
R ><+2 _ "‘FOO JI):, + O
7) ﬂwﬁ ? N ot
X— to0
N 15
x~ is°°

18.4 limités indéterminées

R t. e
LI.MIJ[Q GLL“ LUJ’}_Q 0

ce genre de limite concerne une fraction s’annulant au numérateur et au dénominateur lorsque
x tend vers x,.

Calcul avec x = 2.0001

Exemples introductifs :

_ o)
T @] Calcul avec
X L X =k x = 2.000001
/ 53 21000”4’(, 01%3633?
r/___————-—"’ —_—
t
Olaf ’(_,oonoa‘r “(1
Calcul avec
X =2.00001
H ]
- zx b < L-7,0000 ~ &
2) — T 0 —Y ° 9 39339
N 7 X~ (B // C,0008] — (- Z; 08001

On constate que dans le premier exemple la limite du type 03 tend vers 0.75, alors que dans le
2°me exemple, elle tend vers 1.
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Méthodes de resolution de limites du type 03 :

% 90 ‘ .
Ao) Ll !_hm?&h;w Ao tf']ﬁ o P G’L”{foha&aw nodnorrello

s
on~e-

’ m’n/tnm\ﬂ (‘mwglﬂs r
e - i 1

Tltpor—r o WJ%M::MI :

ia~ fﬁéﬁwﬁ [q'f)f() S{M)VWMM o~ X= A oot
/aofm‘S /ﬂm X—A

= S Pla) =0 s /J(M]S[)f”&i)'?f’()

o A a/@j/u@f@/ﬁé

oL (] Z—v/z/w /’
/ T A @ S (2L

hfrsea Ao e pa 04y
et s plx) - 2 - o ~Fx 2.
1) calende po(2)
2') U/ff-\m[w's% (<)
1) ple)= )2ttt = Ly ~Y AL =0
2') polx) oot fmfm}aﬂ pr XL

| 'Sa) Ol ll;\cmu—ﬂ «7()() /nm 04»\{/_{5:'0?& WW
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g —ZxX -~ | XL
(34 3% 54K + 1
U X -2
r((,xtr ?X)
X -2
~(x-2)

o

=/ JO(X) = (x-2) ( 3¢+ 64X+ 4)
o !

'Z;.Lﬂ/{;:olm At ce fﬁé’fm@wﬁ )/JOMA (Lfonole time d/wff{ @”a’“@f‘?'o_

p px o
X2 A ﬁ{)() @

T
s /Z(ﬁ): o =) ﬁ(“) = ()<~4)-% (x)
A fla)=0 2 pla) = (x-q) 3,

. (Xa) 9, () . 9,(x)
i o PP g Y g X
Xoa LX) X124 (x q)-%ﬂ(} Xoa LX)

ex: " vy

— 3 _ s s

A ﬁ 9T 2 it
- 0

AJ=a)

)(z/ﬁ (/) ()C+3) ' i{j} - _é

z)&"‘; ﬂrﬂ 53 ;737}/_/ o3 S
X B

. , ) ‘
b) wa 2x+( ) (y/)( £ ) _
X>=3  x4Ix#] H-J /ﬁx ) X9

)(__)5 S’X‘/‘B‘

~—
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" _ ﬂ _ # i , g ) e
C) /N X xbx GX M - 9 f&w.m
. =
X -2 X3+3)<1‘C/ —§+12-¢ o

:)xaa?_ (,V/ﬂ)' (X +x- )
3 v X+ T ’
X +ux thx
~[x+1x) e R

[»
X +Lx
—[zx"*+hx)
O
4 O
1 1 1 “ ‘r!‘
fu Xt _ 475 2
= 1 L,-2-2 O

Exercice 1 : calculer les limites suivantes

1) Lm %=2% 2) ILm 2x%+x-1
x—=0 X x—--1 xd+1
. =11 . ox2_4
3 lim ———
) 11 2x24x-3 9 xh-r>n2 x—2
5  lim 3x2-2x+2 6 lim x242x-15
10 x+1 ro-56 x24+8x+15
. 242x-15 . 2. 92x+1
7 1 Emia s LISl & LIt
J e 224+ 8x+15 8 P—I;nl x—1
9) lim 2X2-% 10) lim ¥=8x%+2
102 X+2 x—1  (x-1)2
243x+6 . oxt+x3-2
11) r+ox+o 12) 1
-2 (x+2)2 ) J:I-E)nl x3+x2-2
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3 ous SGE (e
Z”) LJ'MIIZ‘Z flﬂﬁ’{&/}&‘*ﬂi'h& A Y’LW?E 50— o 0’(9.4%% ons el SEC ;

(@—L;) (a4 [D): C,’?'/zg?—

2L G-b et b thJ|h9>v{/o@a'*é>
(@0 D arh ot L conjeg-d Aéh
= A

éw; x+¢{ -3
_ IR
x-=3 (xkﬁxm +3)

Vi Y Y

z =

/. S = - £
X7 Mms)(t/ﬁ?*;) & (Var3) L3

Exercice 2 : calculer les limites suivantes

. Jx-2
1 1 ==
) 1‘214 x-4
3)  lim J1l+x-1
x=0 x
. JxZrx-J2
5 Mm o TT
N lm ===
xr=5 f2x-1-3
2
% lim aa
x20 Jx241-1
11) lim ___‘\‘16"'!1_4
b0 h
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3°) Limite du type % avec des valeurs absolues :

Il faut enlever les valeurs absolues en utilisant la regle ci-dessous, et lever I’indétermination.

X & X>0
@l-7
N ,
@ & @<o
Exercice 3 : Calculer les limites a droite et & gauche des fonctions suivantes pour x tendant

VErS Xo
1} fix)y= lx—i xg =10
2 fley = lE xp = 0

[«] 0

_ x2-2x =
3 flx) = _|£T xp =0
4 = _J=x-2f _
) Sl x2-3x+2 %o = 2

4°) Limite du type % avec la fonction sin(x) :

On utilise la regle ci-dessous, qu’il faut prouver dans 1’exercice 4 :

b X _ 4
Xo0t X
Exercice 4

On congidére le cercle de centre O et de rayon 1.
En comparant les aires des triangles
OIM et OIT avec celle du secteur cir-

culaire OIM, montrer que

. . T
) sx st =
infx) € x an{x) si 0 <x < 3 o .{
En déduire que
cos{x}) < %(I) <1 x
0 1

puis montrer que lim sinx) _ 1
x-30

Page 82 théorie



Mathématiques

(% Les Buissonnets Berthod Vincent

école dévouée depuis 1928

Exercice 5 : calculer les limites suivantes

D lim sin(2x) 2 i sin{3x)
-0 x r=0 8sin{2x)

1
‘ o : 7 o7 + I ) \
Limi s inde tominar s dln i foo)- [+ o)
Exemples introductifs :
1 —
) EM,V Xl’“ X = (_;,DO) - (+C>D) = +=
X 10 |
: A000 )CZ»)( ;//‘fdm;m —4290:313000
s X = ‘
Xz AN'000 000 Yi’)( = A';Joafoan;da;“ _ 4dd0ddo

|
= 95352900 000

2) ﬁwm )(»)(rbc(%ob),{wg):_ob

X = T

Pour calculer une limite de ce type, on utilise le théoréme :

Théoreme :  lorsque X tend vers I’infini, la limite d’un polynome est celle de son terme de
plus haut degre.

f.ﬁ/%
i
A .
R Y ISt

K_) Lo )C—) -;-DD

0 b G b 5 i
o & C/ ) X - (+2)

v =+ .2

Vo
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g
v '—L\ ! / + ! ; g o« &
Y iy ) PR A S

X 40 /
+ 00 P
: L
Lo W= PEF s ke =t
' X +X0

. L
P@“‘} AAL D LN St !

- ~
1) \
' i . AN
Lo s - b 2R
X = + =< X2 Y
v\
/ 3
——=<D T— =0
e oy
_ i N
= &m X '/3 -0+0 ) = Zw 'SxL = 3 (wa}_wﬁ
X2 Foe X+

Liniler indibominiis ol tape 2

1°) Limites du type g avec des fonctions rationnelles :

Lorsque la variable x tend vers I’infini, une fonction rationnelle admet la méme limite que le
quotient de ses termes de plus haut degré.

e Sile degré du numérateur est plus grand que le degré du dénominateur, cette limite est
I’infini.

e Si le degré du numérateur est égal au degré du dénominateur, cette limite est égale au
rapport des coefficients des termes de plus haut degré du numérateur et du
dénominateur.

e Sile degré du numérateur est plus petit que le degré du dénominateur, cette limite est
0.
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Exemples :
ot
1
. Lx +3x -S :
/1) ,évv’ ) = ’Zl"—
X = +o0 Lx = 7 X7 e
\J [N
9 4ol
1 ~
Ix +3¢-5 /- it
d #-Hj,#, ~x4+w X
X— +X bx =7
N
-4
) T 7y
e
) 7x +3X-5 ’ —
%) g%A —_— = éiﬁ‘ b
T',_;l )(—) + o0
X —> + 0 bix
N s

?,;(1 7

. ] 17
- = Z’"‘ — = E— :O+
“XT Xoden by tes

. t

. X oo
= ‘6'—\ ’é’— "_2._— = toto
X+ o
Y A
X +o v &

Exercice 6 : calculer "™ f(x) et "M £ (x) pour les fonctions f suivantes
X —> +0 X — —©

1) fla)= 22 2)
3 flx)= 3"1;?’1“?—2 1)
5  f(x) = 2"2@1—%‘ 6)
7 f(x) = ’%—;—1 8)

f(x)

f(x)

flx) =

flx) =

2x2+x-1
x3+1
3x248x+15

-3x+2
4x+4

2x
x+2

2°) Limites du type g avec des fonctions logarithmiques ou exponentielles :

-~ *BD:-*QO( =491 A2
WA
u —_— =
?{—-)-LDO )< OO
Ve (4 4)
K,ﬂﬂ (€t)
) b =
Ao 7 ¢ \
J*a‘g{f\ﬁ-\pd\é}
/,?490(6»”
AN SR
KD +o0 7<

N + 2 (ﬁc\fqr'/b)

g = Z,24F%f. ...

On peut expliquer ces résultats en considérant les courbes représentant les fonctions log, (x)

et a* :
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ILimites de fonctions logarithmes |:

logax

log 2%

Les graphiques ci-dessus illustrent les limites suivantes :

sia>1lona:

si0<a<lona:

Voici encore d’autres limites concernant les logarithmes

lim _
X_)+wlogax—+oo

lim

Lot log, X =—©

lim _
X > +oologa X=-0

lim

= ot 10g, X =00

lim Inx_ .
X — 40 X

X — 400 Xq
lim

+X-Inx=0"
-0

X =

. I P
lim (Inx) _0°,q>0

“rr(')+ x"-(Inx)" =0,p>0

, en particulier :

im = 4o
X — 40
IIm+|nX:—OO
-0
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Limites de fonctions exponentielles :

g%

1

._/

0 1

5]

| k

0

Les graphiques ci-dessus illustrent les limites suivantes :

lim o« _
. X — 4o . R
sia>1ona: l , en partlculler .
m ax:O+
X = —0
lim at=0"
. X —> 400
si0<a<lona: i
M 3% = 40
X —> —©

Voici encore d’autres limites concernant les exponentielles :

. X
lim & _
X—>+ooX_

+00

X

lim 2 _ s a>1q>0
Xﬁ+ooxq

lim

X — —©

X-e*=0"
lim

X —> —©0

x*-a*=0",a>1,q>0

lim ox _
X — +©
lim _x —0"
X — —0o0

On remarquera encore le résultat suivant :

Exercice 7 : calculer les limites suivantes

X—)+aox+2
lim _€
2 —_— 6
) X2 x+2 )
2
lim X —5x+8
Y ST 7)
2
lim X" —5x+8
RN T 8)

lim Inx
LR
x>0 x+5
lim x> +3x-4
Lo TerTR
X —=>0 InX
lim X +3x—4
X — +o0 InX
lim In x

X—>+0y2 1 3x—4

e=

lim

T X > 4

1+ EJ =2.71828...
X
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Module 19 Asymptotes

« La science est ['asymptote de la vérité. Elle approche sans cesse et ne touche jamais. »
Victor Hugo

Une asymptote est une droite telle que la distance d’un point d’une courbe a cette droite tend
vers zéro lorsque le point s’éloigne sur la courbe a I’infini.

19.1 Asymptotes verticales

Si |lim f(x) = | alorsladroite |x = a | estune asymptote verticale de la fonction f.
xX—a

a est forcément une borne finie non incluse dans le domaine de définition de la fonction f.
Pour déterminer la position de la fonction par rapport a une asymptote verticale d’équation
x = a, il faut préciser la facon dont x s’approche de a (par la droite ou par la gauche) est
calculer si la limite est égale a + ou — I’infini.

Si lim f(x) =+o celasignifie que si on imagine des points de la courbe de f dont la
xX—a

1% coordonnée est de plus en plus proche de a, tout en étant supérieure a a, alors la 2°™
coordonnée de ces points est de plus en plus grande et tend vers +oo.

On peut résumer ceci en notant :

lim f(x) =+c = lacourbede f tend vers le point  (a*;+o0)
xX—-a

Ce point est inatteignable, mais on placera, pour le symboliser, un point juste a droite de
I’asymptote verticale au niveau de sa premiere coordonnée et le plus haut possible dans le
graphique, au niveau de sa deuxiéme coordonnée. La courbe de la fonction f devra tendre
Vers ce point.

Exemple :
Soit la fonction f(x) = x%
Le domaine de définition de f est D = R\{2} =] — o0; 2[U]2; +oo].

2 est une borne finie non incluse dans le domaine de définition. On peut imaginer des valeurs
de x proches de 2, soit plus grandes que 2, soit plus petites que 2.
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1°) x s’approche de 2 par des valeurs plus grandes que 2 :

On calcule : lim —— = — = +oo
x—2+t x—2 0
Donc la courbe de f tend vers le point (2%; +o0).

Représentation graphique :

>
(%]
2
5 Ce point représente au mieux le point (2*; +o0) :
a8 1°¢ coordonnée trés proche de 2, plus grande que 2
_5'3_ 2°M coordonnée le plus haut possible dans le graphique (+)
La courbe de f s’approche de ce point par la droite.
6 i*
i1
i1
= ITAVix=2
1!
4 :'l
(R
3 1l
1\
[
2 —
Hh
1 : \\\
i B e S B s s o
—oo pour les x == rn mmsmvaar raaa T sy Tz ey T ez sy +o0 pour les x
f S
1 . :
A\ I
e \\ :
B |
3 L
(]
i
-4 b
N}
[N}
-5 I
1}
|
8
=}
o
=
o
w
<
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2°) x s’approche de 2 par des valeurs plus petites que 2 :

. 1 1
Oncalcule: lim — = —= —
xX—2” X—2 0

Donc la courbe de f tend vers le point (27; —o0).

Représentation graphique :

>
[72]
2@
5
o
o
8
+
6 i
i
i1
2 ITAV x=2
Il
4 :'l
I
3 [
1)
1
2 —
Hh
1 : \\\
| B e S B s s o
—oo pour les x == rn mmsmvaar raaa T sy Tz ey T ez sy +o0 pour les x
f S
1 . :
\ I
s \\ :
(I ]
-3 (.
(]
i
-4 H
(N
N
-5 h]
11
[
| Ce point représente au mieux le point (27; —c0) :
) 1% coordonnée trés proche de 2, plus petite que 2
3 2°m coordonnée le plus bas possible dans le graphique (—o)
= La courbe de f s’approche de ce point par la gauche.
2
<
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Les cas ci-dessous sont envisageables :

lim f(x) = 4+
x—at
Cr tend vers le point
(a*; +o0) par la droite

lim f(x) = 400
x—a
Cy tend vers le point
(a™; 4+00) par la gauche

AV:x=a

AV:x=a

Tt ——---9

AV:x=a

1
1
|
1
®

Ces cas peuvent éventuellement se combiner :

lim f(x) = —0
x-a*
Cr tend vers le point
(at; —o0) par la droite

lim f(x) = —o0
x—a
Cr tend vers le point
(a™; —o0) par la gauche

lim f(x) = too
x—a*
Cy tend vers les points

(a*; +00) par la droite et
(a™; —oo) par la gauche

lim_f(x) = Foo
x—at
Cr tend vers le point

(a*; —o0) par la droite et
(a~; +o0) par la gauche

liI’ﬂ+ f(x) = 400
x-a—-
Cr tend vers le point

(at; +0) par la droite et
(a~; +o0) par la gauche

lim f(x) = —o0
x—a*
Cr tend vers le point

(a*; —o0) par la droite et
(a™; —o0) par la gauche

n
I
""AV:x=a

AV:x=a

Bttt |

AV:x=a

& — -

o= T
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19.2 Asymptotes horizontales

Soit b un nombre réel.

Si lim f(x) =a alorsladroite y =a estune asymptote horizontale de la fonction f.
X—00

Pour déterminer la position de la fonction par rapport a une asymptote horitzontale d’équation
y = a, il faut préciser la fagon dont x s’approche de I’infini.
X peut tendre vers +oo ou vers —oo,

Si lier f(x) =a* celasignifie que si on imagine des points de la courbe de f dont la
X—+co

1% coordonnée est de plus grande, alors la 2°™ coordonnée de ces points est de plus en plus
proche de a, tout en étant plus grande que a.

On peut résumer ceci en notant :

lim f(x) =a* = lacourbe de f tend vers le point  (+o0;at)

X—+00

Ce point est inatteignable, mais on placera, pour le symboliser, un point juste en-dessus de
I’asymptote horizontale au niveau de sa deuxiéme coordonnée et le plus a droite possible dans
le graphique, au niveau de sa premiere coordonnée. La courbe de la fonction f devra tendre
Vers ce point.

Exemple :

2x—-1

Soit la fonction f(x) = ;1

Le domaine de definition de f est Dy = R\{—1}.
x peut donc tendre vers +co ou vers —oo,
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1°) x tend vers +oo :

On trouve que la limite est un peu plus petite que 2
en remplagant x par un grand nombre comme 1000 :

2 4| onobtient =22 = 1.997, résultat proche de 2 mais
. x-1 2x _ ) - 1001
On calcule : lim = —=2 inférieur a 2.
x—>+00 X+1 x—+00 X
Donc Cr tend vers le point (+o0; 27).
Représentation graphique :
>
3
5
o
o
8
+
i 7 Ce point représente au mieux le point (+o0;27) :
! t 1?fe coordonnée le plus a droite possible dans le graphique (+o0)
' 2°M coordonnée trés proche de 2, plus petite que 2
,f 5 La courbe de f s’approche de ce point par-dessous I’AH.
/I 4
e’ 3 /
i my
__________________________ Py DB SRS S BRSN AR NS RE S AN REARY AU S SRS RRR AN S
AH: y=2 EERRRE SR ERE Nl e nm A A ut
; -
—©oo pour les x ® B F B H B P 2 70 III 1 2 3 4 5 6 7 8 9 oo pour les x
-1
]
-2
]
]
13
I
L
I
|
8
e
o
=
5
<
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2°) x tend vers -oo ; On trouve que la limite est un peu plus grande que 2
en remplagant x par -1000 :

4| onobtient 2% ~ 2.003, résultat proche de 2 mais

—999

. 2x—1 .2
On calcule : lim 2o li 2= 2t supérieur a 2.
xX—-—00 X X—-—00 X
Donc Cr tend vers le point (—oo; 27).
Représentation graphique :
>
3
5
o
o
Ce point représente au mieux le 8
point (—oo; 2+) +
1% coordonnée le plus a gauche q\
possible dans le graphique
(=) ERsssa
2¢me coordonnée trés proche de ! .
2, plus grande que 2 p
La courbe de f s’approche de ce A :
point par-dessus I’AH. o a
\ O e == T 3
ks SR N BN R A o ESa N Ea S S e B B e E e e e ea Ana AN R
AH:y=2 i ERURE FEPEE T3-S ciots hnudn imtns I
1 pran =
—©oo pour les x §/EBEn JABSn USSRy JISBN LB RN WA BEY LABEALEBENUSEL] [uBRl 2 3 & 5 6 7 8 9 oo pour les x
=1
1l
2
B
I
[
4
I
|
8
e
o
=
5
<
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Les cas ci-dessous sont envisageables :

lim f(x) =a*
X—+00

77777777777777 e Cr tend vers le point
(+o0;at) et
s’approche de I’AH a
droite par-dessus.
lim f(x) =a”
X—+00
______________ o Eh i T A a1 A Cr tend vers le point
it i ° (+o0;a™) et
s’approche de I’AH a
droite par-dessous.
lim f(x) =a*
X——00
Cr tend vers le point el--am | Mpyga |
(—o0;at) et
s’approche de I’AH a
gauche par-dessus.
m, fe) =a”
Cr tend vers le point AH:y=a

(—o0;a7) et
s’approche de I’AH a
gauche par-dessous.

Ces cas peuvent éventuellement se combiner :

i = at
Am, f) = a

Cr tend vers les points (+o0; a*) et (—o0; a™) i ERakeespan reR R EA I e
et s’approche de I’AH a droite par-dessus et
gauche par-dessous.
lim f(x) =a*
x—+too
lo---—-- = AH:y=a

Cr tend vers les points (+00; a™) et (—o0; a™)
et s’approche de I’AH a droite par-dessous et
gauche par-dessus.
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lim f(x) =a*
x—+oo
Cy tend vers les points (+o0; a*) et (—oo; a*) i ESSEIoRESR4 ERRA RS scsthdd S RAHRRERR L RRRREHIRRHR! AMMRAHERAR AR RA M okl n,
et s’approche de I’AH a droite et a gauche
par-dessus.
Jim 76 ="
Cy tend vers les points (+00;a™) et (—o0;a7) EESi R oL ndoSEAdRE HEMISARE AR HEH ERESeatat I HEH RemasdiRE
et s’approche de I’AH a droite et gauche
par-dessous.

Remarques :

e Les fonctions rationnelles possédent une asymptote horizontale si
numérateur et du dénominateur sont égaux.

e Si le degré du dénominateur est plus grand que celui du numérate
posseéde une asymptote horizontale en y = 0.

Exemples :

. 2x%2+45x—1 N 2
1) Lafonction f(x) = YR posséde une AHen y = 5 car

2x%+5x—1 o 2x? 2

lim —————— = lim —
x>t 3x2 —x+7 x-tw3x%2 3

2) Lafonction f(x) = ﬁ possede une AH en y = 0 car
7x +1 x 7 7

i —_—— = ]i —_—= — =—— =90t
xllrirlw4x2—5x+2 xl—1>rJ_rnoo4x2 xlirizlw4x +o0 0

. 3x2-2x+4 \ s
3) Lafonction f(x) = ——., he posséde pas d’AH car
i 3x2 —2x +4 _ 3x? i 3x Zo -
D ————— = _— ——= [o'e}
oo —2x+ 7 weke—2x  weke -2 —2

les degrés du

ur, la fonction
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19.3 Asymptotes obliques (affines)

La droite y = ax + b est une asymptote oblique ou affine de la fonction f siona:

;i_r&f(x)—(axi-b) =0

Dans ce cas le graphe de la fonction s’approche de plus en plus d’une droite oblique lorsque
X tend vers plus ou moins 1’infini. Les cas ci-dessous sont envisageables :

lim f(x) — (ax+b) =07
X—+0
AO :y=ax+bh P,
; Cr tend vers un point situé le
plus a droite possible et juste
en-dessus de I’AO.
lim f(x) —(ax+b) =0~
x—+00
AQ :y=ax+b PR
) Cy tend vers un point situé le
plus a droite possible et juste
en-dessous de I’AO.
lim f(x) — (ax+b) =07
X——00
P AO:y=ax+b
Cy tend vers un point situé le )
plus a gauche possible et
juste en-dessus de I’AO.
xlir_n f(x)—(ax+b)=0"
S AO 1y =ax+b
Cy tend vers un point situe le !
plus a gauche possible et
juste en-dessous de I’AO.
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Ces cas peuvent éventuellement se combiner :

xl—i»rlloo f(x) — (ax + b) = 0%

Cr tend a droite vers un point
situé le plus a droite possible
et juste en-dessus de I’AO, et
a gauche vers un point situé
le plus a gauche possible et
juste en-dessous de I’AO.

AO :y=ax+bh

xlirllw f(x) — (ax + b) = 0F

Cy tend a droite vers un point
situé le plus a droite possible
et juste en-dessous de I’AO,
et & gauche vers un point
situé le plus a gauche
possible et juste en-dessus de
I’AO.

AO :y=ax+tbh

xl_i)rllwf(x) —(ax+b)=0%

Cy tend a droite vers un point
situé le plus a droite possible
et juste en-dessus de I’AO, et
a gauche vers un point situé
le plus a gauche possible et
juste en-dessus de I’AO.

AO :y=ax+bh

XETmf(x) —(ax+b)=0"

Cy tend a droite vers un point
situé le plus a droite possible
et juste en-dessous de I’AO,
et & gauche vers un point
situé le plus a gauche
possible et juste en-dessous
de I’AO.

AO :y=ax+tbh
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Ceci se produit si les limites suivantes (qui nous donnent les valeurs de a etde b)
appartiennent a I’ensemble R des hombres réels :

a= lim 100 et b= M (f(x)-ax)

_X—>oo X _X%oo

En effet :

=]

Ry oo owe AD s Xéwg O/u),(amiﬂfo

X X Xﬂ %:o
=) ) X~ a4 ,@—
X X
( (x
-:) ﬁ g ii) =) G = %/‘w )
X X2 ot X
e
(// CW.TI kahir{/v
Mﬂ/n/omé’%
O A (x) > axq b
‘ (x)— ax
i1 x> b = l’a”ﬂ;“;oé/ =)
///a,.f tgh(ﬂ’/\
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Recherche de I’ AO par division euclidienne :
(uniquement pour les fonctions rationnelles)

Si f est une fonction rationnelle telle que le degré du numérateur est d’une unité plus grand
que celui du dénominateur alors f posséde obligatoirement une asymptote oblique. Celle-ci
peut étre déterminée en effectuant la division euclidienne du numérateur par le dénominateur,
le résultat de la division étant ax +b :

. . olynome 1
Fonction rationnelle :  f(x) = 22X 2
polynéme 2

polynéme 1 | polynéme 2

AOeny = Q(x)

R(x) ‘
- Quotient de la division
Reste de la division I = polynome de degré 1

Division euclidienne :

Petit degré

polynéme 1 R(x)

Explication : olymomes Q(x) Grand degré
I o (petit) _ 0
~ o (grand)

polynome 1

= lim 2222 — g (x)
x—o0 polynome 2 ~ i
Polyndme de degré 1

(=ax+Db)

\ 4
C’est’AO :

y=Q(x)=ax+b
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X2 +4x42

Exemple : Soit la fonction  f(x) = ——

Cette fonction (rationnelle) posséde une AO car le degré du numérateur est d’une unité plus
grand que celui du déenominateur.

1°) Recherche de ’AO en utilisant les formules :

(x‘mx :rz) o
. (X) ) -2 ’ ___ﬂ“_iﬁ . f/—"-
= élﬁwv v = g""‘; ______ff_-?f——— = L/Mv- ( a7 x
Xtga X X2 X X2t
1 l
. )('L{ﬂx "j'?, &h x _ "JF
A —° 7
-_;(,aiﬂo -Ix +1Ix Xo too ~Lx
. Xhax+? [
bz (ﬁ”-qx):&—\ -—————‘~(-?:'))<
Xt PP ~Ix+7 /
1 L t
l.: 46X 42 3 X (~x+1) &M X +bx42 X +X
XKt —Zx+ L X-21x —2x+ 1
(. et g X5
o ieo  “IXHD XAtke XU

2 A0 tn y:—ﬂuﬂj’
z >

2°) Recherche de 1’AO par division euclidienne (uniquement possible pour une fonction rationnelle)

X2 44x 42 | —2x+2
—(x% —x)

__ 1 _5
Division euclidienne : Sx + 2 — 7| AOeny=-‘x-—7
—(5x — 5)

7 Quotient de la division
Reste de la division I = polynome de degré 1

3°) Repreésentation graphique : | - o

=3 ~
~
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Exercice 1 : déterminer les asymptotes des fonctions suivantes

_ 3
1) fx)= ot
2-2x+3
3 = X —a4x+9
A S e
_ x2-x+2
5 f(x) = R
T flx) = 2x+1+g
2
9 - x°-4x
) fx) %2 _4x+3
Exercice 2

2)

4)

6)

8)

flxy= ——

_ x2+5x+6
flz) = x24+6x+8

3x24+x-4

f(.'l:]= (x+1)2

. x2-2x
fla) = =5

10) flz)= -2%=1

x2-x-2

Trouver, dans chacun des cas suivants, une fonction rationnelle avee

1)
2)
3)

4)

5)

une asymptote oblique d'équation y = 3x-5 ;

une asymptote horizontale d’équation y

-2

une asymptote verticale d'équation x = 7 ;

une asymptote horizontale d’équation ¥y
cales d’équations x = 3 et x = -10;

= 0 et des asymptotes verti-

une asymptote verticale d'équation x = 5 et une asymptote oblique

d’équation y = -2x+5 .

Exercice 3

- Déterminer les coefficients réels e, b, ¢ et d de la fonction rationnelle 7

donnée par

fx) = ax2+bx+e

x+d

dont le graphe passe par le point

A{2;-2) et qui admet pour asymptotes les droites d’équations x = -3 et

y:

-2x+1.

Exercice 4

Trouver l'expression d'une fonction

rationnelle 7 dont le graphe a la

méme allure que celui représenté sur

le dessin ci-contre.
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Exercice 5

Trouver une fonction rationnelle f dont le graphe passe par le point
A(~5;20) et qui admet pour asymptotes les droites d’équations x = -2 ,
x=1¢ety=3x-7.

Exercice 6

Trouver une fonction rationnelle dont le graphe passe par le point
A{8;-2) et qui admet pour asymptotes les droites d’équations
15x-6y-12=0 et x = 4.

Cheoisir 1a solution Ia plus simple pour cette fonction, c’est-a-dire celle pour
laguelle les degrés du numérateur et du dénominateur sont les plus petits

possibles. Exprimer le résultat sous la forme d'une seule fraction.

Exercice 7

De 'ean salée contenant 5 grammes de sel par litre s'écoule & raison de 10
litres par heure dans une grande cuve contenant initialement 10 litres

d’eau pure.

1} -Calculer le volume total d’eau et la quantité de sel de la cuve au bout

de t heures.

2)  Quelle est la concentration en sel aprés une longue période de temps ?
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Module 20 Dérivée d'une fonction (partie 1)

But : déterminer un "outil mathématique" permettant de préciser les intervalles sur lesquels
une fonction f donnée est croissante, décroissante ou stationnaire.

Rappels :

Croissance d’une fonction

Une fonction f est croissante sur un intervalle | si x, <x, = f(x)< f(x,), Vxel
Une fonction f est décroissante sur un intervalle | si x, <x, = f(x)> f(x,), Vxel
Une fonction f est stationnaire sur un intervalle 1 si x, <x, = f(x)= f(x,), Vxel

Taux d’accroissement d’une fonction

Le taux d’accroissement d’une fonction f entre deux points d’abscisses X, et X, est donnée
par :

Py sécante
f(x)-f f(xz) P
T(X; %) = M
X; =%
Le taux d’accroissement correspond a la pente de f(x) = f(x)
la sécante a la fonction f passant par les points Py
) f et P2(x,; f(x,)).
AR ) e
(C, =courbe représentative de la fonction f) C; X =X R
X, X, TX

Le taux d’accroissement nous indique la croissance
moyenne de la fonction f entre les points P1 et P2, ce qui ne nous donne pas d’information

précise quant a la croissance de la fonction.

20.1 dérivée en en point

Pour remédier a cette imprécision, il faut considérer un point P, aussi proche que possible de
P1. Plus P2 s’approche de P1 , plus la sécante s’approche de la tangente a C, au point Py.

Si de plus on change de notation en posant :

X, =X, et X, +h=X,, avec h correspondant a 1’écart horizontal entre X, et x,, on obtient un
taux d’accroissement fonction de x, et h donné par :

f(Xo + h) B f(Xo)
h
Lorsque P2 s’approche de P1, h s’approche de 0. A la limite on a :

T(Xo;h)z
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i im T(X, +h)—=f(x
PZ'ILT]PlT(XO;h)Zh“_I’)nO ( 0 I‘)] ( 0)

Cette limite nous donne la pente de la tangente. On en tire la définition suivante :

lim f(Xo +h)_ f(xo)

existe dans [ .
— 0 h

Une fonction f est dérivableen x, si ,

Ce nombre réel, noté f'(x,), est appelé nombre dérivé de f en x,

lim f(Xo +h)_ f(xo)

f0g) = 1, =)
20.2 interprétation graphique P4 secante
.f(xo + h) P2

D’apres ce qui a été indiqué ci-dessus, et le
graphique ci-contre, on observe que tangente
f'(x,) est la pente de latangente a C, au /
point (: f (%,)) o,

S(xy) b A—

] h
C;
X, x,+h 7%

Y NN S AN N LA N SR RN SN RN

N e
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20.3 dérivée sur un intervalle

Une fonction f est dérivable sur unintervalle | de I si elle est dérivable en tout point de
| . On définit la fonction dérivée de f par

f':1 >0
X f'(x)

f ' est donc une fonction nous permettant de calculer la pente de la tangente a la fonction f
en un point d’abscisse X.

20.4 équation de latangente a une fonction en un point

Quelle est I’équation de la tangente a f au point (X,; f(X,)) ?

Cette tangente est une droite, donc son équation est du type y =ax+b.
a est la pente de la droite, donc a = f '(x,) .

Le point (X,; f(x,)) appartient a la droite donc

f(x,)=ax, +b

b= f(x,)—ax

b= f(xo) —f I(Xo)xo

On obtient finalement que 1’équation de la tangente est :

y=fF'(x)x+ (%)= (%)% ou y=f'(%)X=%)+ f(x)
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Module 21 Dérivée d'une fonction (partie 2)
21.1 regles de dérivation

21.1.1 dérivée d'une somme, d'un produit, d'un quotient

dérivée d’une somme de deux fonctions

Soit f et g deux fonctions dérivables, la dérivée de la somme de ces deux fonctions est :

(f +9)'(%) :hIiLno(f+g)(x+h)_(f+g)(X)_ lim fOx+h)+g(x+h)-F(x)-9(x)

h “h-o0 h
_lim fx+h) - 1)+ 9(x+h)-9(x) _ lim (f(“h)—f(X)+9(X+h)—9(X)J
h—>0 h h—0 h h
_ lim T+ = 1()  lim 9(x+h) - g(x)
h—>0 h h—>0 h
= f'(x)+9'(x)
Ce qu’on résume par : ‘(f +9)'=f'+g'

dérivée de la multiplication d’une fonction par un réel A

_ lim AH)x+h) = (A1)(x) _ lim Af(x+h)—-27(x)

(ﬂ'f)l(x) “hoo h T h-o0 h
_ lim AR+ = () _ jim , (F(x+h) - 7(x)
h—0 h h—0 h
o lim (FOcrh) = £(x)
h—0 h
=2-1(x)

Ce qu’on résume par : (Af) =af"

dérivée d’un produit de deux fonctions

Soit f et g deux fonctions dérivables, la dérivée du produit de ces deux fonctions est :
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_ lim (F-9)x+h) = (F-9)() _ lim f(x+h)-g(x+h) - f(x)-9(x)

(fg)l(x) “hoo h “h-oo h

_ lim f(x+h)-g(x+h) - fix+h)-gx)+ f(x+h)-g(x)— F(x)-9(x)
h—>0 h

_ lim f(x+h)(g(x+h)—g(x)) +9(x)(f (x+h) - F(x))
h—>0 h

_ lim FOh)(@(x+h) —g(x)) | 1im 90 (x+h) — f(x))
h—0 h h—0 h

£y QUG im0 £t )12

=hli_r)nof(x+h).hli_r)n09(x+hr)]—g(x)+h|i_r)nog(x).hli_r)nof(X+hr)]—f(X)

= f(x)-9'(x)+9(x)- f'(x)
= £'(x)-9(x)+F(x)-9'(x)

Ce qu’on résume par : ‘(f—g)'=f'-g+f~g‘

dérivée de I’inverse d’une fonction

1 1 : -
(?)(x+h)—(?)(x) im fx+h) £(0)

1, im
(?)(X) “hoo h “h-oo h

_dim Ufx+h)-f(%) ) fim f)-f(x+h) 1

~h-o h T ho0 f(x+h)-f(x) h
lim FOO= f(x+h) 1
“hoo h f(x+h)- f(x)
lim fxh) = £(x) -1
“hoo h f(x+h)- f(x)
_lim fO+) = 1) fim -1
h -0 h h=>0f (x1+h)- f(x)
, 1
AT
(%)
- f2(x)
7 ! _f'
Ce qu’on résume par : (T) =57
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dérivée du quotient de deux fonctions

2] (g gl
(g(x)j (() ()J @5t ™ 56

P+ £ (). 3

( ) 9%(x)
_f')-9(9)- f(X)-g'(x)
9%(x)
Ce qu’on résume par : (i) = fgg—;fg

21.1.2 dérivée des fonctions de base

dérivée de la fonction constante : f(x) =k
, im f(x+h)— f(x im k—k
() - hll_r>n0 ( }: W h“—r>no h

_1lim O _ lim
_h—>0h h—>00 0

dérivée de la fonction identité : f(x) = x
, im f(x+h)—f(x im X+h-—x
(%) - hhino ( z L hhino h

_lim " _ lim
_h—>0h h—>01 1

dérivée de la fonction affine (droite) : f(x)=ax+Db

£ () :hltnow_ lim a(x+h)+b—(ax+b)

h “hoo h

_lim ax+ah+b-ax-b |im ah _ |im . _

“hoo h _h—>0r_h—>0 =a
dérivée de la fonction parabolique : f(x) = x
¢ _ lim fx+h) = f0) _ jim (x+h)*-x*

(x) T h->o h " h->o0 h
_ lim x* +2xh +h* - x? _ lim 2xh +h? _ lim h(2x +h)
h—0 h h—>0 h h—0 h

lim
h_>02x+h 2X
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dérivée de la fonction : f (x) = sin(x)
im fx+h) = f(X) _ [im sin(x+h) —sin(x)

f'(x) T hoo h “h-oo h
X+h+x). (x+h=x 2x+hY) . (h
2C0S sin 2C0S sin| —
_ lim 2 2 _ lim 2
h—-0 h h—0 h

sin(hj

_h|imocos(2x+hj. 2

3)

T hoo

_ lim cos(2X+hj-1

= CO0S X

On obtient en résumé les dérivées suivantes (plus quelques autres) :

(k)'=0

x)'=1

(ax+b)'=a
(1]'_—_1
x) X
(x?)'=2x
(x")'=nx""

' 1
) =2k
() =¢
(nfx)'=2

X
(sinx)'=cosx
(cosx)'=—-sinx
(tanx)'= ——=1+tan’x

C0S” X
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21.1.3 dérivée d'une composée de deux fonctions

(feg)(x)  =(f(g(x))’
_ lim (feg)(x+h) = (f 2 9)(x) _ 1im f(g(x+h))-f(g(x))

“hoo0 h “hoo h
_lim f@)+H)-f(9(x) _ 1im f(@(x)+H)-f(g(x)) g(x+h)-g(x)
h—>0 h h—>0 H h
_lim f@()+H)—-(9(x)) 1im 9(x+h)—-g(x)
H—->O0 H h—>0 h
_lim f@+H)-1(@) fim 9(x+h)-g(x)
H—>0 H h—>0 h
=1(2)-9'(x)

= £(9(x))-9'(x)

Ce qu’on résume par : (fog)'=(f9qg)-g'

Cette formule signifie que pour dériver 2 fonctions composées f o g, il faut appliquer la
fonction f ' alafonction g et multiplier le tout par g'. On donne le nom de dérivée interne a
g'.

Si on sait que la dérivée de f(x) est f'(x) et que I’on cherche la dérivée de f(g(x)) la
formule ci-dessus indique qu’il suffit de remplacer x par g(x) dans f' etde multiplier cette
expression par g'(x) qui est la dérivée interne. Si on applique ceci aux dérivees des fonctions

de base on obtient le tableau suivant, qui nous facilite grandement le calcul de dérivée de
fonctions composées :

A

1) -1 R
(}J:x_z > (g(x)j 70 ¢

(x%)' = 2x > ([9()1)'=(9%(x))'=29(x)-g'(x)
() = > ([9(IT)' = (9" ()" =ng™*(¥)-9'(¥

o S
(&)_2& > (Vo) 27300 ¢
) =e > (@) = g i)
(nfxy'== > (Infg)’'=—-9'x)

9

(sin)' = cos > (sing(x)’ =cos9(x) ')

(cosx)'=-sinx ——»  (cosg(x))'=—sing(x)-g'(x)

(tanx)'=

1 2 1
=1+t — " . — 2 .0
o "IN ang(0) = 0100 = (Lt 9(0) - 9'(9)
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21.1.4 dérivée de laréciproque d'une fonction

(f o "F)(X) = x

= (fe )X = ()’
= (FerH)0-TF(x) =1
1
rfl —
- =T hm
fes B 1
= TG e

21.2 dérivée premiere et variation d'une fonction

Comme la fonction dérivée indique la pente de la tangente a f(x) en un point dont la
premiere coordonnée est x, 1’étude du signe de f '(x) nous permet de déterminer les

intervalles sur lesquels la fonction est croissante, décroissante ou stationnaire : ¢’est 1’étude
des variations de la fonction. On a:

f'xX)>0 = f(x)0
f'xX)<0 = f(x)0
f'x)=0 = extremum

L’extremum peut étre un maximum, un minimum ou un point d’inflexion a tangente
horizontale.

21.3 dérivée seconde et concavité d'une fonction

La dérivée seconde est la dérivée de la dérivée (premiére) de la fonction f ,onlanote f".
f " indique la croissance de f' (donc de la pente). L’¢étude du signe de f " nous indique
donc la concavité de la fonction f :

f "(x) >0 = la courbe représentant f est convexe (en forme de W) sur I’intervalle concerné
f "(x) <0 = la courbe représentant f est concave (en forme de M) sur I’intervalle concerné
f "(x) =0 = le point concerné est un point d’inflexion (changement de concavité)
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Module 22 Etude d'une fonction

L’¢étude d’une fonction consiste a dessiner la courbe représentant la fonction dans un repére
(un principe orthonormé). Cette courbe est composée de 1’ensemble des points (x;y) avec

y = f(x). Pour ceci on procéde en suivant les différentes étapes du plan d’étude d’une
fonction :

22.1 plan d'étude d'une fonction

22.1.1 domaine de définition

Le domaine de définition est I’ensemble des valeurs de x qui ont une image par la fonction f
donnée. Le domaine de définition de la fonction f estnoté D, .

Le domaine de definition de f est R sauf dans les cas suivants ou D, est compose des
valeurs de x Vérifiant la condition :

f(x) =9(x) condition : g(x)>0
f(x)= hG) condition : g(x) =0
g(x)
f(x) =log, (9(x)) condition : g(x)>0
f(x)= & condition : g(x) =k, k e Z
sin(g(x))
__he . x
f(x) = c05(a (X)) condition : g(x) # > +kz, ke Z
f(x) =tan(g(x)) = sin(g(x)) condition : g(x) = s kz,k e Z
cos(g(x)) 2
f(x) =cotan(g(x)) = M condition : gx)=zkr,kez
sin(g(x))

22.1.2 périodicité

f est périodique de période T si f(x+T) = f(x),vxeD;.
Dans ce cas il suffit d’étudier la fonction dans I’intervalle [0;T] et reproduire la courbe

associée a cet intervalle dans les intervalles [T;2T],[2T;3T],... et [-T;0],[-2T;T]....

On essaye d’établir une éventuelle périodicité uniqguement avec des fonctions
trigonométriques.

22.1.3 parité

Il faut déterminer si la fonction f est paire ou impaire (ou ni I’un ni I’autre).
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f est une fonction paire si f(—x) = f(x),VvxeD;.
Dans ce cas I’axe des ordonnées (axe des y) est un axe de symétrie de la courbe représentant
f . Il suffit donc d’étudier f sur I'intervalle [0;+o0] et de reproduire la courbe associée a cet

intervalle symétriquement sur I’intervalle [O; —oo] .

f est une fonction impaire si f (—x) =—f(x),Vx e D;.
Dans ce cas le point (0;0) est un centre de symeétrie de la courbe représentant f . Il suffit donc
d’étudier f sur I’intervalle [0;+c0] et de reproduire par symétrie centrale la courbe associée &

cet intervalle sur I’intervalle [O; —oo] )
22.1.4 étude du signe et zéros d’une fonction

L’étude du signe de la fonction f permet de préciser les régions dans lesquelles la courbe
représentant f se trouve.

Les x tels que f(x) >0 correspondent a des points situés au-dessus de I’axe des abscisses.
Les x telsque f(x) <0 correspondent a des points situés au-dessous de I’axe des abscisses.
Les x telsque f(x)=0 correspondent a des points situés sur de I’axe des abscisses. Ces
points sont appelés “zéros" de la fonction.

Remarques :
- D’axe des abscisses est 1’axe des X.
- I’étude du signe se fait a I’aide d’un tableau d’étude du signe.

22.1.5 asymptotes

Une asymptote a une courbe est une droite telle que la distance entre les points de la droite et
ceux de la courbe tend vers 0.
Il faut déterminer si la fonction posséde des asymptotes verticales, horizontales ou obliques.

Si Df = R, la fonction ne possede pas d’asymptote verticale, sinon il faut calculer les limites
aux bornes de D, (autres que +oo et —o) et si une limite de ce type tend vers o il y a une

asymptote verticale a cet endroit.
L’existence ou non-existence d’asymptotes verticales ne permet pas de déduire s’il existe ou
non des asymptotes horizontales ou obliques.

Par contre si une fonction posséde une asymptote horizontale a droite (respectivement a
gauche), elle ne posséde pas d’asymptote oblique a droite (respectivement a gauche) et vice-
versa.

(Pour plus d’informations sur les asymptotes, se référer au module 19)
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22.1.6 extrema et croissance

L’étude du signe de la dérivée premicre f ' d’une fonction permet de déterminer les extrema

de la fonction (maximum, minimum ou point d’inflexion a tangente horizontale, ce sont des
points (x; f (x))tels que f'(x) =0) et sa croissance ( f estcroissante si f'(x)>0 et f est

décroissante si f '(x) <0).
22.1.7 points d'inflexion et concavité

L’étude du signe de la dérivée seconde f " d’une fonction permet de déterminer les points
d’inflexion de la fonction (points (X; f (X)) tels que f "(x) =0) et sa concavite ( f est
concave () si f"(x)<0 et f estconvexe (u)si f"(x)>0).

22.1.8 représentation graphique

Les résultats des points précédents et le calcul éventuel de points supplémentaires permettent
d’esquisser la courbe représentant la fonction f(x).
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Module 23 étude de fonctions polynomiales

Une fonction polynomiale du premier degré est une fonction du type : f(x) =ax+b, que
I’on note également y = ax+b. La courbe représentant cette fonction est une droite. a est la

pente de la droite et b est ’ordonnée a 1’origine (intersection de la droite avec 1I’axe des y).
Pour tracer cette droite on cherche deux points et on trace la droite. Il n’est pas nécessaire
d’étudier la fonction.

Une fonction polynomiale du deuxiéme degré est une fonction du type :
f (x) = ax® + bx +c. La courbe représentant cette fonction est une parabole. Une étude

compléte n’est pas nécessaire, car une parabole comporte soit un maximum, soit un minimum,
ainsi qu’un axe de symétrie vertical passant par cet extremum.

-b —-A
Les coordonnées de I’extremum sont (——j avec A =h? —4ac.
2a 4a
. . . . -b=x
Si A >0, la parabole posséde 2 points d’intersection avec 1’axe des X : (bz—\/X;O]
a

Si A =0, la parabole ne possede qu’un seul point d’intersection avec Ox : (;—b;Oj , Ce point
a

est également I’extremum.
Si A<0,iln’y a pas de points d’intersection entre la parabole et I’axe des x.
Le signe de a indique la concavité de la parabole.

, ‘. A=0 _
En résume : (2 intersections avec Ox) it AL-_O it A<‘§J

a=0

(courbe
convexe) \ /

v
x

4
x
v
<

a<0

(courbe
concave) / \

v
<
v
<
v
<

Une fonction polynomiale de degré supérieur a 2 doit étre étudiée. Mais on sait que :
e D, =[] cariln’y apas de division et de logarithme, ni de racines

e Iln’y apas d’asymptote verticale (car D, =[] ) et pas d’asymptote horizontale ni
oblique
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Module 24 Etude de fonctions rationnelles simples (homographiques)

a

Une fonction homographique est une fonction du type f(x) = X +3 , irréductible. L’étude de
CX +

ce genre de fonction peut étre réduite en considérant les résultats suivants :

1) Domaine de définition :

lim ax+b _ nombre
X2 < cox+d 0

—d
cx+d=0=>x=—, etona:
c

une fonction homographique posséde donc toujours une asymptote verticale en x = - .
C

2) Asymptote horizontale :

Le degré du numérateur est égal au degré du dénominateur (=1), il y a donc une asymptote
- X - X i . .
lim 2X+b _ jim aX _ lim 2 _ 2 | une fonction homographique

horizontale. Comme = =
X—)oocx+d X—)OOCX X—)OOC C

. : : a
posséde toujours une asymptote horizontaleen y =—.
C

3) Centre de symétrie :

Un point (p;q) est centre de symétrie d’une fonction f siona: q= fp+ X); f(p=x) :

, ) . . . -d a
On peut prouver qu’une fonction homographique posseéde un centre de symétrieen | —;— |.
c C

4) Dérivée premiere :

a(cx+d)—(ax+b)c acx+ad —acx—bc  ad-bc

(cx+d)? - (cx+d)? "~ (cx+d)?
Le numérateur de la dérivée est ad —bc , ¢’est une constante qui a donc toujours le méme
signe. Le dénominateur (cx +d)? est toujours positif puisque I’expression est élevée au carré.
Le signe de f‘(x) dépend donc du signe de ad —bc :

f1(x) =

Si ad —bc>0 alors f'(x)>0= f(x)[] , lafonction est toujours croissante.
Si ad —bc <0 alors f'(x)<0= f(x)J , lafonction est toujours décroissante.
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5) Dériveée seconde :

£(x) = 0(cx+d)* —(ad —bc)2(cx +d)c _ —2c¢(ad —bc)

(cx+d)* (cx +d)®
Le numérateur de la dérivée est une constante dont le signe ne change pas. Le dénominateur
est une expression élevée au cube. Le signe de f "(x) dépend donc du signe de cx+d .

Comme cx+d change de signe en x = —, la courbe représentant f sera soit concave avant
C

X = —, puis convexe, ou le contraire.
C

6) Les résultats précédents et un calcul éventuel des coordonnées de quelques points nous
permettent de tracer la courbe représentant f . Elle aura I’allure suivante :

Casl: f [ ,c’est-a-dire ad —bc >0

-d

cette droite est I’asymptote verticale X = ——

P c
7

-d a
®

ce point est le centre de symétrie [— ; —J
cette droite est ’asymptote
. a
horizontale y = —
C

c C
Attention : les axes ne sont pas représentés

Cas2: fU ,c’est-a-dire ad —bc <0

cette droite est ’asymptote

. a
horizontale y = —

<

-d a
A ce point est le centre de symétrie [— =
C

o

[2]
___—W cette droite est ’asymptote verticale }) = —
C

Attention : les axes ne sont pas représentés
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Module 25 Etude de fonctions rationnelles quelconques

Les fonctions rationnelles sont des fonctions dont le numérateur et le dénominateur sont des
polynémes.

Rappel : un polyndme est une fonction du type p(x) =a,x" +a, X" +...+a,x* +aX+a,,
ou a,,a,,a,,..,a,,,a, sontdes nombres réels et n (nombre entier positif) est le degré du
polynéme.

L’étude compléte est nécessaire.

. . : X) .
Soit f une fonction rationnelle telle que f(x):&,ou
X

(X)
p(x)=a x" +a X" +..+a,x +a,Xx+a, estun polyndme de degré m et
q(x) =b,x" +b,_,x"* +...+a,x* +a,x+a, un polyndéme de degré n.

On a en particulier :

e Leszérosde p(x) correspondent aux points d’intersection de la fonction avec 1’axe
O, (sauf si ces zéros sont aussi des zéros de q(x) ).

e Leszérosde q(x) correspondent a des asymptotes verticales (sauf si ces zéros sont
aussi des zéros de p(x), dans ce cas il peut y avoir une asymptote verticale ou un

trou).
e Si nz =n, lafonction f posséde une asymptote horizontale a gauche et a droite en
am
y= E :

e Sim=n+1,lafonction f posséde une asymptote oblique a gauche et a droite en
y =ax+b, ou ax+b est le quotient de la division euclidienne de p(x) (dividende)
par g(x) (diviseur).

e Sim>n+1,lafonction f ne possede ni d’asymptote horizontale, ni d’asymptote

oblique.
e Si m<n,lafonction f possede une asymptote horizontaleen y=0.
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Module 26 Etude de fonctions irrationnelles

Les fonctions irrationnelles sont des fonctions comportant des racines. Une étude compléte est
nécessaire.

Rappels :

e Les expressions situées sous une racine carrée doivent étre positives, il faut donc faire
une ¢tude du signe d’une telle expression.

e Lors du calcul des asymptotes horizontales ou obliques il ne faut pas oublier les
résultats des limites suivantes :

X2 =xsix>0 et
X2 =—xsix<0

e Si 4o n’est pas une borne du domaine de définition, la courbe représentant f ne
posséde pas d’asymptote horizontale ou oblique a droite.

e Si —oo n’est pas une borne du domaine de définition, la courbe représentant f ne
posséde pas d’asymptote horizontale ou oblique a gauche.

e Pour résoudre une équation possédant une racine carrée, il faut parfois I’isoler puis
élever au carré les deux membres obtenus, on parvient ainsi a éliminer la racine carrée.
On résout ensuite I’équation obtenue sans oublier de tester les solutions trouvées dans
I’équation d’origine, car I’¢élévation au carré peut éventuellement introduire des
solutions parasites.

[ J
—_
(o]
~
>
N—r
~~—
Il
(o]
—~
>
—

Page 120 théorie



i Mathé fi
(% Les Buissonnets serihod Vincent

école dévouée depuis 1928

Module 10 Trigonométrie (partie 1)
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Module 11 Trigonométrie (partie 2)
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Module 12 Trigonométrie (partie 3)
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Module 13 Trigonométrie (partie 4)
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Module 14 Fonctions trigonométriques de base

Exercice 3
Résoudre les équations

z

2

b) 6arccos(0.5x) = 7z
T

a) arcsin(3x) =

~ arctang(x)
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Module 15 Géométrie vectorielle (partie 1)
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Module 16 Géométrie vectorielle
(partie 2)
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Module 17 Géomeétrie vectorielle (partie 3)

Module 18 Limites et continuité d'une fonction
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Module 19 Asymptotes
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Module 20 Dérivée d'une fonction (partie 1)

Exercice 1

Sur la courbe d’équation y = x°, on considére les points P, Q et H d’abscisses respectives >

E et1+h, h=0.
2 2

1) Calculer la pente de la sécante (PQ)
2) Calculer, en fonction de h, la pente de la sécante (PH), H étant un point voisin de P
3) Calculer la pente de la tangente a la courbe au point P

Exercice 2
Quelle est I’équation de la droite tangente a la courbe d’équation y = x* au point (2 ;4) ?

Exercice 3

On donne le graphe d’une fonction. Esquisser le graphe de sa dérivée

3) - -

Exercice 4

A partir de la définition calculer le nombre dérivé de la fonction f au point a

l)f(x):%ﬂ a=1 2)f(x):ix a>0

QI
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Module 21 Dérivée d'une fonction (partie 2)
dériver les fonctions suivantes

Série A Série B
1) x+1 —X+2
2) 2x X —3x+2
3) -3x+5 3
4) ax+b —-12x
5) x? 3x°
6) 4x° -5x+6 Ax* +X—6

7) 2x*+2x+1

8) ax’+bx+c VPP
4 2

9) ax’+bx*+cx+d -5

10) 0 Xt ~16

11) x* -4 x* +a?

12)%x2—3x+4 x* —a’

13) (x+5)(x—3) (4-x)*

14) (3x*> +5)(x* -1)
15) (ax + b)(cx + d)

(x=1)%(x+?2)
(2x-1)°%(x+2)*

2
16) 2 (—X_Zj
X X+1
3
17) X+5 X
x—1 X+1
2_
18) x2 X+5 2X :
X —2x+1 (x=1)
3_
19) (x2 +5x—1)5 X 2 4
2 —_— J—
20) (3x* — x ~1)(2x —3)° X -2x=3
2X+3
21) (2% — x~1)° ox Xt
X+1
3
22) (x+2)°x2 X
) (x+2) (x_1)°
23) (2x—1)(7 - 3x2) ax+b
cx+d
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2X X
24 __~
) X +1 x> —3x+2
25) Vx X +/2X
26) 3/x Ix® —3x+2

28) /x*
29) Vx> +5x -1 3x°
30) 3/(x—1)? 2x-1

27) x* xa/x2 +1
1
Jx

X
31) x2\2x +1 Jx——+
X
32) %(Zx—l)\/ZX—l X + /X
33) (x* —16)v4—x J2-x)%2+x)
34) sin X + cos X sin(2x)
35) tan x — X cos(3x?)
36) 3sin x 4sin(2x) — 2cos® x
37) acos x sin(2x —1)
38) (2x—3)sin x cos(ax +b)
39) sin® x (sin X + cos x)?
1
40 sin® (4x
) tan(2x) ()
41) \Sinx sin(izj
X
3 1Y
42) (cos &) (sin (—D
X
43) e** In(3x)
44) e+ In(x* +5)
45) g In(sin(4x))
46) (ax + b)e” Inv/x
47) e*sinx In(In x)
48) cos(2x)e* In( Xe J
e"+1
49) xe* x? In x
50) xInx In(e™)
51) eInx ecosx
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5) [ X
1-x
COS X

1+sinx

54) x+Inx

55) (1++/x)°

56) (x+a)va—x
57) ——
In x

58) +/x +tan x

59) sin(3x) cos(2x)

60) xsin(x) + cos(x)
61) (x—1)°(2x+1)°
(2x +1)°
x-2

COS X
1-cosx

62)

63)
. 1.
64) sin x + Esm(Zx)

65) V—Xx* + 2X

66) 2(x —sinXx)

67) tan(3x)

X —-X

e’ —e
X
(x+1)°
NS
70) (x +4)(1—x)*
2x—4
3—X
3+2X

1+ X
1

sin/x

74) cos x(1—sinx)

68)

69)

71)

72)

73)

e*(1—x)

i)
In| ——
1+ X

3x% —sin x +e*
X(2x =1)(x* + 4)

33x% —2x -1
X3

1—x?

In(X ++/2x)
2x*

x* —a?

\/Cc0S(3X)

(x* -1)°

e’ -1

e +1

sin x

X

e* In x

x-1

Jx
Jx(@-2x)°
1
COS X
sin x
2C0s? X
1+\/§
1-+x

3

X3 —x

1 1
——
SInX COSX

tan? (%XJ

Page 62

exercices



i Mathé fi
(% Les Buissonnets serihod Vincent

école dévouée depuis 1928

75) sin’ x - cos(2x) w
1+ tan”(3x)
76) M arcsin(2x)
sin X — C0s X

77) arctan(sin x)

1
(L+ x*)V1+ X
78) In(x+\/x2 +1)
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Module 22 Etude d'une fonction

Exercice 1

Déterminer le domaine de définition, le signe et les éventuels zéros des fonctions suivantes.
Hachurer également dans un systéme d’axes, les zones dans lesquelles le graphe représentant
les fonctions ne passe pas :

2 f(x)zzfi4
2) f(x):9_4 .

3) f(x)=v4-x

4) f(x)=In(2x-3)
5) f(x)= |n(8_zxzj

X+3

2X+7
6) f(x)=
) TR x> +9

7) f(x)=+4-3x

8) f(x)=e*

Exercice 2

Déterminer la parité des fonctions suivantes :

1
1) f(x)=
) 100 x% +9x
3x°
2) f(x)=
) 1=
2X
3) f(X)=——
) f(X) a9

4) f(x)=v2x* -7
5) f()=(e*)

0 (0=
7 f(X):In(2x2—l)
B (9=
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Module 23 étude de fonctions polynomiales

1. Etudier la fonction f(x) = -7x3 + 26x? - 13x -6

2. Etudier la fonction f(x) = -x* - 3x? + 10
3. Etudier la fonction f(x) = (-x* +4x—3)* -1

2 3

X X
4. On considére les fonctions f(x) = o letg(x)= i 2x —1. Pour quelles valeurs de x

a-t-on f(x) < g(x) ?

5. a) Etudier les variations de f(x) = x3 - 6x? + 9x - 5. Préciser les coordonnées des points
extrema.

b) Déterminer I'équation de la tangente t au point d'abscisse > ainsi que les coordonnées

du deuxiéme point d'intersection de la droite t avec le graphe de f. Tracer la droite t.
c) Déterminer les coordonnées du point d'inflexion | et tracer la tangente en I.
d) Tracer le graphe de la fonction f en utilisant tous les éléments précédents.
e) Calculer la (ou les) solution(s) de I'équation f(x) =0 a 0.5 pres.

6. Etudier f(x) = (2 - X)(x? + 2x + 1). Former les équations des tangentes aux points

d'abscisses respectives —g et 2.

7. Déterminer le nombre a de facon que le graphe de la fonction f(x) = x® - 12x + a soit
tangent a I'axe Ox.

8. a) Pour quelles valeurs réelles du paramétre t la fonction f, définie par

3 2
X®  2X X .
f,(X)=—+——+— est-elle croissante sur [1 ?

t t1 t2
b) Etudier les variations de f,(X).
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Module 24 Etude de fonctions rationnelles simples (homographiques)

Exercice 1

En utilisant le résultat suivante : un point (p;q) est centre de symétrie d’une fonction f sion

a: q= f(p+ X)er f(P=%) , démontrer que le point (ﬂ;ﬁ) est un centre de symetrie de la
cC C

ax+b

fonction homographique f(x) = .
cx+d

Exercice 2

Etudier la fonction f(x) = 24X =3,

Exercice 3

Etudier la fonction f(x) = L.
X+3

Exercice 4

Déterminer les nombres a et b de maniére que la courbe représentative de la fonction

y = ax+b passe par le point A(5;7) et admette en ce point une tangente de pente -2. Etudier

ensuite cette fonction.
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Module 25 Etude de fonctions rationnelles quelconques

2
1. Etudier la fonction f(x) _ A rAXES
4X + 2
2. Etudier la fonction f(x) = 22X+1
X° + X
x> —2x+1

3. Onconsidere la fonction f (X) = —
X*—4x+5

a) Etudier les variations de f (x) lorsque la variable x décrit le domaine de définition.
Préciser les coordonnées des extrema et la nature de la branche infinie.

b) Démontrer que le graphe de f est symétrique par rapport au point S de coordonnées
(2;1)

c) Calculer la dérivée seconde et déterminer les points d'inflexion du graphe. Déterminer
I'équation de la tangente au graphe au point S; tracer cette tangente.

d) Tracer le graphe de la fonction f avec précision.

4. Etudier et représenter graphiquement la fonction numérique f définie par

f(x)=1+

x*+5
Discuter graphiquement I'équation f(x) =m.

- . X*+ax+b '
5. On consideére la fonction f (X) =—————, 00 a et b sont deux constantes que I'on

2(x—2)

déterminera par la suite.

a) Préciser le domaine de définition

b) Calculer la dérivée

c) Déterminer a et b pour que le graphe de la fonction passe par le point (3;2.5) et pour
qu'il y ait extremum pour x =1 et x =3.

d) Donner le tableau de variations de la fonction f ainsi déterminée. Donner I'équation
de I'asymptote oblique et montrer que le point S(2;1.5) est centre de symétrie du
graphe.

e) Déterminer l'intersection de f(x) avec la droite y =x-0.5

6. Soit lafonction f(x)=-3+ 2 + iz :
X X
a) Etudier les variations de f et préciser les droites asymptotes a sa représentation
graphique.

b) Vérifier que f(x)=

w . En déduire les coordonnées des points
X

d’intersection de la courbe de f avec 1’axe des abscisses.
c) Terminer 1’étude et tracer la courbe représentant f .
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Module 26 Etude de fonctions irrationnelles

1. Etudier les fonctions suivantes :

a)y=+2X+8

b)y=+10-X

c)y= L
X—4

2. a) Etudier la fonction f(x) = 2+/X* — 4X
b) Etudier la fonction f(x) = 2/ 4X — X*

x—=1
3. Etudier la fonction f(x) = ,[——
X+3

4. Etudier la fonction f(x) = X —2/X—3

x—1
5. Etudier la fonction f(x) = X,|——
X+1

6. Etudier la fonction f(x) = X+ 1++/X* +1

7. Etudier g(x) = X~/1— X? . Donner I'équation des tangentes & g(x) aux points d'abscisses 0
2 .
et 7 Représentez graphiquement ces tangentes.

lim 9()-9@)
1

Calculer o L Que peut-on en déduire pour le point d'abscisse 1 ?
X —
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